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Resumen

La existencia de memoria de largo plazo en las series financieras implica que los retornos
de un activo hoy pueden tener incidencia sobre los retornos futuros, incluso mas alla del
corto plazo. En presencia de dicha memoria el horizonte de inversién elegido puede resultar
en diferentes condiciones de riesgo para el inversionista. Peters (1989 y 1992), Mandelbrot
(1972), Leon y Vivas (2010), entre otros, encuentran evidencia de dependencia de largo
plazo de las series de tiempo financieras y muestran sus principales implicaciones. Este
documento se ocupa de extender el analisis al uso del supuesto de neutralidad del horizonte
de tiempo en el CAPM, estimando el efecto cuantitativo de la existencia de dependencia de
largo plazo en este modelo segln lo desarrollado por Greene y Fieltz (1980). Los resultados
para una muestra de acciones colombianas y estadounidenses muestran que la distribucién
de la medida del riesgo sistémico en el modelo, el beta, es estadisticamente diferente
cuando se incorpora el efecto de dependencia de largo plazo; por lo tanto, los retornos
esperados de estas acciones cambian. En el mercado colombiano se observa una
sobreestimacion del beta cuando no se realiza el ajuste propuesto, mientras que en las
acciones estadounidenses analizadas el beta sin el ajuste se encuentra subestimado. En
cuanto a los retornos esperados, estos son sobrevalorados al no tener en cuenta el ajuste por
dependencia de largo plazo, tanto en las acciones colombianas como en las
estadounidenses.
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l. Introduccion

El Capital Asset Pricing Model (CAPM), desarrollado por Treynor, Sharpe, Lintner y
Mossin en los afios 60s, es uno de los pilares de la teoria financiera moderna y fue el
primero en introducir la nocién de riesgo dentro de un modelo de equilibrio general para la
valoracion de activos financieros basandose en las caracteristicas especificas de riesgo de
cada activo (Litterman, 2003). Este modelo, estandar en los programas de ensefianza de
Finanzas Corporativas, ademas de ser ensefiado en la academia, es ampliamente utilizado
en la practica. Mandelbrot y Hudson (2004) mencionan que una encuesta realizada por dos
estudiantes de la Universidad de Duke a 392 gerentes financieros de compafiias
pertenecientes al U.S Fortune 500, mostraba que en 1999 el 73.5% de los encuestados
estimaban el costo del capital con el CAPM. De forma similar, en Europa en 2001 el

porcentaje ascendié a 77%.

Sin embargo, pese a su trascendencia y difusion, la literatura contiene numerosos trabajos
que muestran la invalidez de los supuestos del CAPM. No obstante, de acuerdo con Shojai

y Feiger (2009), dicha literatura se concentra en los problemas que pueden ser resueltos

. 3 .
analiticamente™ y no en aquellos a los que realmente se enfrenta el mercado de capitales.

Uno de esos supuestos que la teoria ha dejado de lado, y que la practica ha ignorado, es que
el CAPM fue creado como un modelo de un solo periodo, por lo que i) todos los agentes
tienen el mismo horizonte de inversion y ii) existe neutralidad en el horizonte de inversion.
Este supuesto recae sobre la independencia serial de los retornos, que es uno de los

supuestos fundamentales del movimiento browniano.

Autores como Holton (1992) y Peters (1989) han resaltado la importancia del horizonte de
inversion en el estudio de las series financieras, valoracion de activos y administracion del

riesgo debido a que el riesgo puede variar con el horizonte de inversion; como en los casos

3 Por ejemplo, el modelo beta-cero de Black (1972) que muestra que el CAPM puede seguir siendo valido sin
un activo libre de riesgo, para lo cual Black incluye un portafolio con un beta igual a cero. Otro ejemplo es la
posibilidad de incorporar impuestos Brennan (1970).



en los que no hay consistencia temporal de la volatilidad, es decir, cuando la informacién
contenida en la volatilidad de 1 dia puede no ser igual que la de 1 afio. En consecuencia, el
movimiento el movimiento browniano no seria un proceso adecuado para describir la

trayectoria de los activos.

La razon por la que no se cumple la consistencia temporal de la volatilidad es consecuencia
de un fendmeno encontrado inicialmente en las ciencias naturales por el fisico H.E. Hurst,
quien anoto que el comportamiento del flujo de agua del rio Nilo presentaba dependencia o
memoria de largo plazo. Segln la evidencia, afios de alto (bajo) flujo eran seguidos por
otros de alto (bajo) flujo de agua, de manera que un proceso de memoria de corto plazo no
podia describir este fenomeno. Posteriormente, este comportamiento tambien fue

encontrado por Mandelbrot (1972) en las series financieras.

La existencia de memoria o dependencia serial de largo plazo en las series financieras
implica que los retornos de un activo hoy pueden tener incidencia sobre los retornos
futuros, incluso més alla del corto plazo. Este fendmeno estd asociado a la existencia del
“sentimiento del mercado” que puede hacer que una tendencia persista en el mercado aun

cuando no hay un evento en desarrollo o nuevas noticias que incorporar (Peters, 1989).

Holton (1992), Ledn y Vivas (2010) y Ledn y Reveiz (2010) muestran que la principal
consecuencia practica de la dependencia serial de largo plazo de los retornos es que su
presencia viola los supuestos del movimiento browniano, lo cual tiene implicaciones
teoricas y practicas. En el campo tedrico, segun Peters (1989) y Lo (1991), la existencia de
memoria de largo plazo invalida la hipotesis de los mercados eficientes (EMH). En la
practica, la regla de la raiz cuadrada del tiempo para escalar la volatilidad a otros plazos
pierde validez ante la ausencia del supuesto de movimiento browniano. En ambos casos, el
resultado de muchos modelos para la optimizacién de portafolio y el manejo de riesgo

puede cambiar al incorporar el efecto de la memoria de largo plazo de las series financieras.

Con el fin de incorporar este efecto, Leon y Vivas (2010) y Ledn y Revéiz (2010) retoman
la literatura sobre la memoria de largo plazo y utilizan el analisis del rango reescalado y el
exponente de Hurst como una metodologia para medir la dependencia de largo plazo en las

series financieras.



De acuerdo con los hallazgos de Peters (1989 y 1992), Mandelbrot (1972), Ledn y Reveiz
(2010), Ambrose et al. (1993) y Bilel y Nadhem (2009) para series de tiempo financieras de
mercados desarrollados, y de Ledn y Vivas (2010) para el mercado colombiano, existen
activos cuyos retornos exhiben memoria de largo plazo, lo cual invalidaria uno de los

principales supuestos del CAPM: la neutralidad en el horizonte de inversion.

En atencion a dicha evidencia y a partir de los hallazgos generales de Leon y Vivas (2010)
respecto de la dependencia de largo plazo de las series de tiempo financieras y sus
principales implicaciones, este documento se ocupara de extender el analisis al uso del
supuesto de neutralidad del horizonte de inversion en el CAPM, asi como estimar el efecto

cuantitativo de la existencia de dependencia de largo plazo en este modelo.

Es importante destacar que este trabajo no se ocupa de los problemas de autocorrelacion de
corto plazo en las series de tiempo, sino de la dependencia de largo plazo, aquella en que
las observaciones pueden encontrarse significativamente distantes entre si. Dado que el
enfoque escogido no es de tipo econométrico clésico, sino basado en algunos desarrollos
basicos de la Geofisica, este trabajo no muestra pruebas ni evidencia de estacionariedad de
las series tiempo, ni del exponente de Hurst, sino estd enfocado en la manera en que la
volatilidad de las series cambia a través del tiempo. Por lo anterior, la escogencia de este
enfoque obedece a la evidencia (Mandelbrot, 1972; Sornette, 2003) segun la cual existen
dificultades en la utilizacion de la autocorrelacion y otros métodos economeétricos

tradicionales en series de tiempo no normales.



1. Movimiento Browniano y Movimiento Browniano Fractal*

Los procesos aleatorios juegan un papel importante en una gran parte de fendmenos
naturales. En 1828 el botanico Robert Brown publicé un documento sobre el movimiento
de las particulas del polen, que observadas bajo un microscopio, parecian moverse de forma
continua y erratica, de tal forma que su movimiento pasado parecia no afectar su direccion
futura; los trabajos de Brown dan el nombre a lo que se conoce como movimiento

browniano.

En 1905 Albert Einstein proporcion6 una explicacion sobre como moléculas pequefias con
movimiento aleatorio podrian afectar el movimiento de particulas lo suficientemente
grandes como para ser observadas bajo el microscopio. Einstein utilizo métodos
estadisticos para mostrar que una particula suspendida podia ser conducida en diferentes
direcciones por el efecto combinado del impacto de muchas moléculas. Pero Einstein no
sabia acerca del trabajo experimental sobre el movimiento browniano. Después del trabajo
de muchos fisicos, en 1920 el matematico Norbert Wiener transformé la caminata aleatoria

(discreta) a un modelo matematico continuo de movimiento browniano.

No obstante, la primera persona en descubrir la conexion matemaética entre la caminata
aleatoria y el movimiento browniano fue el mateméatico Louis Bachelier, quien en 1900
anticipd muchos de los descubrimientos hechos mas tarde sobre este movimiento.
Bachelier, en su tesis doctoral escribio sobre las fluctuaciones aleatorias de los precios de
las acciones y bonos en la bolsa de Paris. Sin embargo, como estaba alejado del campo de
la fisica, y en finanzas el tema aun no se habia investigado, sus ideas no tuvieron difusion

inicialmente.

En su modelo para valorar opciones, Bachelier argument6 que graficar el precio pasado de
una accién para predecir su futuro no era muy til ya que los cambios de precios sucesivos

eran independientes y cualquier variacion del precio correspondia a la incorporacion de

* Esta seccion se basé extensivamente en el trabajo de Peterson (1998); las citas se omitieron para facilitar la
lectura.



nueva informacion. Segun Bachelier, alguna informacién es predecible y otra no, y cuando
es predecible y el mercado funciona efectivamente, ya se encuentra incorporada en el

precio de la accion.

A mediados de la década de 1950 Paul Samuelson, quien investigaba sobre valoracion de
opciones, retomo la tesis de Bachelier. Samuelson descubrié dos defectos en el movimiento
browniano de Bachelier. Primero, que el valor de las opciones de largo plazo puede llegar a
exceder el precio del subyacente y, segundo, que el precio de los activos puede llegar a ser
negativo. Por lo anterior, Samuelson reemplazd el Ilamado movimiento browniano
aritmético, en el cual el proceso aleatorio describe la dinamica de los precios, por el
movimiento browniano geométrico, el cual describe la dindmica de los retornos
logaritmicos de los precios de los activos. EI movimiento browniano geométrico es el
supuesto mas utilizado al referirse a la dindmica de los activos financieros, al cual este

documento se referird en adelante como movimiento browniano (MB) (Le6n 2009).

En la teoria financiera, las matematicas aplicadas comenzaron a ser uno de los campos mas
activos debido a la necesidad de hallar precios justos para los activos, y de entender como
esos precios cambian junto con otros precios y bienes. Muchas teorias de las finanzas
modernas han sido fundamentadas bajo el supuesto del MB, entre ellas, la teoria de
portafolio de Markowitz, el CAPM, la Hipotesis de los Mercados Eficientes y el modelo de

Black y Scholes.

El precio de un activo puede describirse mediante un MB cuando los cambios en los

precios son (Mandelbrot y Hudson, 2004):

) Continuos: no existen saltos.

i) Independientes: implica que el cambio en el precio de hoy no esta relacionado
con los cambios pasados, lo que significa que cualquier informacién sobre el
precio futuro estd contenida en el precio de hoy, por lo que no es necesario
observar la historia.



i) Estacionarios: significa que el proceso que genera los cambios de los precios es
el mismo a traves del tiempo. Es decir, la media y la varianza son constantes en
el tiempo.

Iv) Se distribuyen como una normal.

Al evaluar estos supuestos la literatura ha encontrado evidencia que cuestiona la validez del
supuesto de MB para describir la dinamica de las variables financieras. Ledn (2009),
basado en la aplicacién del modelo de difusién con saltos de Merton (1976), mostro
evidencia de la presencia de saltos en las distribuciones de los retornos de activos
colombianos, lo que contradice el supuesto de continuidad: Sornette (2003) documento la
presencia de caidas sostenidas (drawdowns) en el precio de los activos, las cuales van en
contra del supuesto de normalidad e independencia de las series de tiempo. Por su parte,
Engle (1982) y Bollerslev (1986) encontraron evidencia de agrupamiento en la volatilidad o
volatility clustering en los retornos financieros. Esto muestra que la volatilidad cambia en el
tiempo y que puede haber una correlacion de los retornos pasados con los futuros,
contradiciendo los supuestos de estacionariedad e independencia. Respecto del supuesto de
normalidad, entre muchos autores que han evaluado la validez de los supuestos del MB,
Mitchell (1915) y Mills (1927) fueron los primeros que encontraron que los retornos de los

precios -de los commodities- no tienen una distribucion normal.

De acuerdo con Leodn y Vivas (2010), aungue la invalidez de esos supuestos ha tenido como
consecuencia el desarrollo de modelos que capturan de forma mas rigurosa la realidad®, adn
persisten metodologias que recaen en el MB y que aun son implementadas en la préactica

para tomar decisiones de inversion.

Segln Leb6n y Reveiz (2011) el supuesto mas importante del MB es el de independencia

serial debido a que:

® Como modelos GARCH, ARMA, de difusién con saltos y distribuciones t-student sesgadas.



) Si los retornos no se distribuyen como una normal pero son independientes,
entonces por el Teorema del Limite Central, los retornos convergen a una
distribucion normal.

i) El supuesto de independencia permite utilizar la regla de la raiz de tiempo
para escalar la volatilidad a diferentes plazos. Sornette (2003) afirma que

esta regla es la prediccion mas importante del MB.

La regla de la raiz de tiempo para escalar la volatilidad establece que, debido a que en un
MB la varianza es proporcional al intervalo de tiempo, entonces la desviacion estandar
también es proporcional a la raiz de ese intervalo. De esta manera, segun los supuestos del
MB, es correcto afirmar que la desviacion estandar, estimada sobre una serie de frecuencia
n puede escalarse a una frecuencia d de la forma (1), lo cual es equivalente en términos de

varianza a (2).

o, = Vdo, (1)

0?q =do?, (2)

Esta regla supone que existe consistencia temporal en la volatilidad; es decir, que la
informacion contenida en la volatilidad estimada con una frecuencia n es exactamente la
misma a la de frecuencia d, o a la de cualquier otra frecuencia. La justificacion de esta
regla recae en que los activos financieros siguen un MB, en el que los retornos son
independientes e idénticamente distribuidos como una normal. Al invalidarse ese supuesto,
la volatilidad de corto plazo puede contener informacién diferente que la de largo plazo vy,
por lo tanto, el horizonte de tiempo comienza a ser otra variable importante en la medicion
del riesgo (Holton 1992).

Segun Peters (1989), la muy difundida aleatoriedad de los retornos en los mercados de
bonos y acciones oculta una estructura fractal subyacente. Esto es, que hay patrones o
tendencias en los retornos de los activos del mercado de capitales que persisten en el

tiempo.



Esta tendencia o dependencia de las series financieras puede persistir en el corto o en el
largo plazo. La dependencia de corto plazo se puede detectar cuando existe una
autocorrelacion significativa de los retornos en los primeros rezagos, lo cual resulta en
modelos tales como, GARCH, AR y ARMA (Engle, 1982; Bollerslev, 1986). Tal como lo
afirman Ledn y Reveiz (2010), en presencia de este tipo de procesos de corto plazo,
después de varias realizaciones de la variable aleatoria, estos procesos convergen a una

distribucion normal por el Teorema del Limite Central.

Mandelbrot (1972) afirma que el analisis de autocorrelacion es efectivo principalmente en
variables que se comportan como una normal, y que son de alta frecuencia y rezagos cortos,
es decir son efectivos para modelos de corto plazo con efectos Gaussianos. No obstante los
problemas Gaussianos de corto plazo son importantes, no son los Unicos problemas que

surgen del andlisis de series de tiempo.

Por su parte, la dependencia serial de largo plazo de los retornos fue inicialmente estudiada
en la complejidad de los fendbmenos naturales. H.E. Hurst encontré que algunos fenémenos
naturales seguian procesos con memoria de largo plazo, lo que luego se llamaria procesos
aleatorios sesgados (Peters, 1992) o movimientos brownianos fractales (Mandelbrot y
Hudson, 2004).

En los 70°s Mandelbrot aplico modelos que tuvieron en cuenta el fendmeno de caminata
aleatoria sesgada descrito por Hurst, con los cuales, segin Wilmott (2005), revoluciono la
forma de pensar y la practica de ciencias como la fisica estadistica, meteorologia y
matematicas a través de la aproximacion fractal® a la dindmica de procesos aleatorios.
Mandelbrot, considerado el padre de la teoria de fractales, también estudio el
comportamiento del mercado de capitales, en los cuales encontré dependencia de largo
plazo en los activos financieros. Adicionalmente, autores como Peters (1992), Ambrose et
al.(1993), Cajueiro y Tabak (2008), entre otros, han corroborado los hallazgos de

Mandelbrot. En particular, Peters (1992) encontrd evidencia de memoria de largo plazo en

® Segin Mandelbrot y Hudson (2004) la palabra fractal viene de fractus, que es el participio pasado del verbo
partir. Un fractal es un patrén o forma cuyas partes mas pequefias replican la forma y los patrones de la
estructura total. Por ejemplo, la hoja de un helecho esta hecha de hojas mas pequefias, las cuales a su vez,
contienen hojas alin mas pequefias.



los indices accionarios de Estados Unidos, y descartd que los modelos de dependencia de
corto plazo (por ejemplo, GARCH y ARCH) sirvieran para capturar este fenomeno mas

duradero.

De acuerdo con los hallazgos de Peters (1992), una caminata aleatoria sesgada significa que
hay algun grado de dependencia o “memoria” de largo plazo entre las observaciones. Esto
es, que los eventos de un periodo influyen sobre los periodos siguientes, inclusive si ambas
observaciones se encuentras distantes una de la otra. A esta dependencia de largo plazo se
le conoce como “persistencia” cuando un movimiento positivo en el activo tiende a ser
seguido por un movimiento en la misma direccion; por el contrario, cuando una serie de
tiempo presenta un comportamiento anti-persistente significa que existe mayor
probabilidad de que un movimiento positivo sea seguido por uno negativo. En contraste
con la idea de la existencia de memoria de largo plazo, una caminata aleatoria no sesgada
implica un comportamiento que puede ser descrito por un movimiento browniano en el que
los eventos pasados no pueden ser utilizados para predecir el futuro, donde la probabilidad

de un movimiento positivo o negativo siempre es 1/2.

Al presentarse evidencia de dependencia de largo plazo o caminata aleatoria sesgada se
incumple el ya mencionado supuesto de independencia sobre el que recae el MB. Muchos
modelos de las finanzas modernas recaen sobre este supuesto; entre ellos el Capital Asset
Pricing Model (CAPM), Arbitrage Pricing Theory (APT) y el modelo de Black and
Scholes.

Por ejemplo, la hipétesis fuerte de los mercados eficientes’ (EMH), que es uno de los
principales pilares de las Finanzas Modernas (Peters, 1989), establece que toda la nueva
informacion es inmediata y totalmente reflejada en los precios del mercado. Esto implica
que el efecto de cualquier informacion nueva sobre los retornos es impredecible; la

probabilidad de un movimiento positivo 0 negativo siempre es 1/2, por lo que el mejor

" La hipotesis fuerte de los mercados eficientes establece que, ademas de incorporar total e inmediatamente la
informacion, los precios contienen informacién que puede ser privilegiada (Cuthbertson y Nitzsche, 2004).
De acuerdo con Merkens (2007) la persistencia en los retornos de los activos puede estar reflejando la
utilizacién de informacion privilegiada.
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predictor del precio futuro es el precio actual. De esta forma, la EMH supone que los
retornos se caracterizan por seguir una caminata aleatoria o0 un MB. Como se mencioné
anteriormente, en la literatura se ha mostrado que muchos activos no cumplen el supuesto
de independencia y, por lo tanto, con el MB. En consecuencia, la presencia de dependencia
de largo plazo invalida la EMH y la informacion nueva no es inmediatamente reflejada en

el precio de los activos.

De acuerdo con Peters (1989) la presencia de dependencia de largo plazo en los activos se
puede explicar en palabras comunes como el “sentimiento del mercado”, que puede hacer
que una tendencia persista en el mercado aun cuando no hay un evento en desarrollo o
nuevas noticias que incorporar. Adicionalmente, Leon y Vivas (2010) explican que la
persistencia puede asociarse al comportamiento irracional de los seres humanos, como por
ejemplo cuando las decisiones de los inversionistas no son independientes y estan
caracterizadas por un comportamiento no lineal e imitativo, asi como cuando los
inversionistas no reaccionan a la nueva informacion de una manera continua, sino de una

forma discreta y acumulada.

Greene y Fielitz (1979 y 1980) muestran que ante la presencia de dependencia de largo
plazo las decisiones de inversion de acuerdo con la relacion de riesgo-retorno de los activos
y la composicion de portafolios eficientes pueden cambiar con la eleccion de la frecuencia
de los retornos. Incluso estos autores afirman que el CAPM so6lo es valido si todos los
inversionistas tienen horizontes de inversion idénticos. Sobre este modelo y las

implicaciones de la dependencia de largo plazo se profundizara mas adelante.

En esta seccion se explico el concepto de la caminata aleatoria, que es el supuesto que
tienen en comun varios modelos financieros. Adicionalmente, se documenté que algunos
activos financieros presentan fendmenos de dependencia de largo plazo, lo cual invalida el
supuesto de independencia sobre el que se sustenta la caminata aleatoria. A continuacién se
profundizara sobre el fenébmeno de dependencia de largo plazo y las metodologias para

medirlo.

11



I11.  Andlisis del Rango Reescalado y Exponente de Hurst para medir la

dependencia de largo plazo

Los estudios sobre el concepto de la memoria de largo plazo comenzaron a desarrollarse a
partir del analisis de algunos fendmenos naturales. En la Hidrologia, H.E. Hurst encontro
evidencia de memoria de largo plazo en los flujos del rio Nilo. Posteriormente Mandelbrot
(1962) desarroll6 el anélisis del rango reescalado, obtuvo una aproximacion al exponente
de Hurst y lo aplico a series de tiempo en campos como la Meteorologia, Linguistica y

Finanzas, entre otros.

El andlisis del rango reescalado se origind en la Geofisica como resultado de los estudios de
Hurst, quien debia encontrar la capacidad éptima de una represa en el rio Nilo, la cual
dependia del flujo de agua del rio®. Peters (1989) y Lo (1991) explican que, dada una
cantidad de descargas, las dimensiones Optimas de la represa variaran con el flujo que
recibe cada afio. Hurst, encontrd que el flujo del rio presentaba un grado de persistencia, el
cual midio utilizando el rango reescalado.

Ademés de esta metodologia, Ledn y Vivas (2010) mencionan la existencia otras
metodologias para medir la dependencia de largo plazo, por ejemplo: Detrended fluctuation
Analysis, Wavelets y regresién basada en periodogramas®. Sin embargo, los autores escogen
la metodologia del rango reescalado por su ““parsimonia... robustez y utilidad para detectar
la dependencia de largo plazo, asi como por la conveniencia de tener un acervo de
literatura”. Adicionalmente el rango reescalado y el exponente de Hurst pueden ser
calculados en cualquier programa que realice regresiones lineales; esto hace su
implementacién sencilla y puede incrementar su difusion dentro de las préacticas del
mercado de capitales.

La metodologia del rango reescalado de Hurst consiste en medir el rango (R) de la

desviacion acumulada de una serie de tiempo x; frente a su media x,, durante un periodo n;

8 \er Ledn y Vivas (2010) para una explicacion detallada de la metodologfa.
® Clark (2005) y Cannon et al. (1997).
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es decir, mide como se comporta, a través del tiempo, el rango de la serie una vez se

excluye el efecto de tendencia.

(3)

n= [max1sksn(2?=1(xj—fn))—minlsksn(Z;?:l(xj—fn))]

El rango depende del tiempo, de tal forma que R aumenta al aumentar n. Con el fin de
estandarizar la medida, Hurst dividio R por la desviacién estandar de las observaciones (S).
Dentro de sus hallazgos, Hurst encontré que R/S podia ser estimado por la siguiente ley,

que se conoce como la Ley Empirica de Hurst:
R
(E)t =cnt 4)

Donde H es el exponente de Hurst, ¢ es una constante y n es el periodo de tiempo. Al
aplicar logaritmos, con una estimacion mediante minimos cuadrados ordinarios se obtiene

la estimacion del exponente de Hurst (H):
R
Log (E)n = Log(c) + HLog(n) (5)

Mandelbrot (1965) encontr6 que H satisfacia O<H<1. Cuando el exponente de Hurst esta
entre 0.5y 1 significa que el proceso presenta persistencia; es decir, que un retorno de signo
positivo tiene una alta probabilidad de ser seguido por otro del mismo signo, y viceversa.
Por su parte, un exponente de Hurst entre 0 y 0.5 implica un comportamiento anti-
persistente, que algunos autores relacionan con procesos de reversion a la media, en el que
un retorno positivo (negativo) tiene una alta probabilidad de ser seguido por un retorno
negativo (positivo). Finalmente, si el exponente es igual a 0.5, el proceso sigue una
caminata aleatoria y los retornos de hoy no tienen influencia sobre los retornos futuros. No
obstante, el exponente de Hurst de una serie independiente se aproxima asintéticamente a

0.5, al utilizar series finitas el exponente puede resultar mayor a 0.5.

Dada su naturaleza asintotica, cuando la estimacion del exponente de Hurst se realiza sobre
series finitas se origina un sesgo que sobreestima el exponente (Ledn y Vivas, 2010; Ledn y
Reveiz, 2010 y Peters, 1994). Varios autores (Peters, 1994; Ellis; 2007; Couillard y
Davison, 2005) han realizado ajustes al exponente de Hurst y a la metodologia del rango

reescalado. De acuerdo con Ledn y Vivas (2010), con el ajuste propuesto por Anys y Lloyd
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(1976) y Peters (1994) para tener en cuenta el sesgo por el uso de muestras finitas se evita
sobrestimar la magnitud del alejamiento respecto de la hipdtesis nula de independencia

como consecuencia de este sesgo.
El exponente ajustado se calcula con la siguiente ecuacion:

Donde H;1° se obtiene a partir del valor esperado del rango reescalado E(%) para una
n

ventana de datos independiente de tamafio (n), de la cual resulta el exponente de Hurst de
una serie independiente de tamafio N. Este valor esperado presenta un sesgo positivo que
crece de manera inversa con el tamafio de dicha ventana, segun lo proponen Anys y Lloyd
(1976):

£(), = e g

Como lo mencionan Ledn y Vivas (2010), este ajuste permite estimar el sesgo por el uso
de series de tiempo finitas en el rango reescalado, y de esta forma, permite utilizar las
estimaciones del Exponente de Hurst con el fin de evaluar cuantitativamente el impacto de
la dependencia de largo plazo en los principales modelos de valoracion de activos y
optimizacion de portafolio. Este documento utilizara la estimacion del exponente de Hurst
ajustado (sin sesgo por uso de muestras finitas) para contrastar los resultados del modelo

CAPM clasico con los que incorporan e el modelo el efecto de dependencia de largo plazo.

Sin embargo, esta metodologia supone que el exponente de Hurst es estable en el tiempo.
Ledn y Reveiz (2011), citando a Di Mateo (2007), afirman que este exponente puede variar
en el tiempo, lo que significaria que la estructura que siguen los activos no es uni-fractal
sino multi-fractal. A pesar de lo anterior, la estimacion de un exponente de Hurst confiable
debe hacerse sobre una serie larga datos, por lo que estimar exponentes que varien a través
del tiempo requiere series de longitud considerablemente larga.

10 H; se estima como en la ecuacion (5) utilizando como variable dependiente el logaritmo de £ (g) de la
n

ecuacion (7).
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Con base en esta metodologia, se realizo la prueba grafica de Mandelbrot para tres acciones
del mercado colombiano y para el indice General de la Bolsa de Colombia (IGBC). Esta
prueba consiste en mostrar el comportamiento del rango reescalado con la ventana de
tiempo, cuya relacion lineal es el Exponente de Hurst estimado. Adicionalmente, se
presenta la estimacién del exponente de Hurst ajustado con la metodologia de Anys y Loyd
(1976) y Peters (1994).

Para el mercado colombiano se escogieron las acciones de Nutresa (antes Nacional de
Chocolates), Exito y Bancolombia; el criterio para su eleccion se baso en la longitud de la
serie y en la liquidez de la accion, ademas de ser acciones representativas de diferentes
sectores economicos. Los datos de los precios de acciones y del IGBC se obtuvieron de
Bloomberg, desde el 9 de marzo de 1998 hasta el 9 de mayo de 2011, para un total de

3436 observaciones diarias*?.

Grafico 1 (Accidn Nutresa) Grafico 2 (Accién Exito)
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1 Debido a que la Bolsa de Valores de Colombia (BVC) nacié en 2001, producto de la fusién de las bolsas de
Bogota, Medellin y Occidente, los datos del IGBC antes del 3 de julio del 2001 corresponden a un empalme
de las series de los indices de las bolsas de valores antes mencionadas.

12" _a longitud de las series analizadas no es lo suficientemente extensa y por esa razén no se estima mas de

un exponente y se supone que este es estable en el tiempo.
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Gréfico 3 (Accion Bancolombia) Gréfico 4 (IGBC)
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Fuente: Calculos del autor

Las tres acciones analizadas y el IGBC muestran persistencia’®, lo que se refleja en que las
estimaciones de los exponentes de Hurst arrojan resultados por encima de 0.5 (Nutresa:
0.59, Exito: 0.59, Bancolombia: 0.63 e IGBC: 0.64). Esto implica que un avance (retroceso)
en el precio de estas acciones probablemente serd seguido por otro movimiento de signo
positivo (negativo) incluso al alejarse una observacion de otra. Al realizar el ajuste por el
sesgo de estimacion se puede observar que el grado de persistencia de las acciones de
Nutresa (Hajustado= 0.51) y Exito (Hajustado= 0.51) disminuye, sin embargo, continia
estando por encima de 0.5. Asimismo, los exponentes ajustados de Bancolombia y del

IGBC contintian mostrando persistencia, superior a la persistencia de Nutresa y Exito.

Adicionalmente, se realizaron pruebas de significancia a los exponentes de Hurst
estimados. Las pruebas de significancia desarrolladas por Peters (1994), Ellis (2007),
Couillard y Davison (2005) pueden ser aplicadas sobre el exponente de Hurst debido a
estos autores encontraron que se distribuye como una normal. La prueba de significancia
utilizada, también explicada en el documento de Leon y Vivas (2010), muestra que la

accién de Bancolombia, el IGBC, la accion de Walmart y el S&P500 rechazan la hipotesis

B Leén y Vivas (2010) también encuentran persistencia para este indice.
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nula de independencia, que en otras palabras significa que el grado de alejamiento del

supuesto de independencia es estadisticamente relevante (Ver Anexo 1).

Cuadro 1
Exponente de Hurst Ajustado y prueba de significancia
Activo Hadj Estadistico t

Nutresa 0.511 0.419

Colombi Exito 0513 0.463
olomoia Bancolombia 0.558 2.206**
IGBC 0.575 3.012%+*

JPMorgan 0.486 -0.537

Walmart 0.454 -1.859*

EE.UU Kellogs 0.467 -1.324
S&P500 0.4514 -1.968**

* Significativo al 90% de confianza, ** (95%), *** (99%).
Fuente: Célculos del autor

IV.  Capital Asset Pricing Model (CAPM)

En las secciones anteriores se mostré que muchos de los principales modelos de la teoria
financiera recaen sobre el supuesto del MB, el cual carece de validez segun los hallazgos de
la dependencia de largo plazo en algunas series de tiempo de activos financieros.
Posteriormente se expuso la metodologia del rango reescalado como medida para
cuantificar la memoria de largo plazo. En esta seccion se quiere mostrar el Capital Asset
Pricing Model (CAPM), sus supuestos, cual es el impacto de la dependencia de largo plazo
en el desarrollo del modelo, y como debe cambiar su formulacion para tener en cuenta este

efecto.

El CAPM es uno de los pilares de la teoria financiera moderna y fue el primero en
introducir la nocion de riesgo dentro de un modelo de equilibrio general para la valoracion
de activos financieros (Litterman, 2003). Este modelo, desarrollado por Treynor, Sharpe,
Lintner y Mossin en los afios 60, es un estandar para la valoracion de activos del que se
extrae el retorno esperado de una accion y asi, a partir de esa medida, se calcula el costo de
capital o se evalUa el desempefio de un portafolio (Campbell et al., 1997). Adicionalmente,
el CAPM provee un valor de referencia para evaluar si el precio de una accién se encuentra

por debajo o por encima de su valor de equilibrio.
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Este modelo es un estandar en los programas de ensefianza de Finanzas Corporativas. No
obstante, ademas de ser ensefiado en la academia, es ampliamente utilizado en la practica.
Mandelbrot y Hudson (2004) mencionan que una encuesta realizada por dos estudiantes de
la Universidad de Duke a 392 gerentes financieros de compafiias pertenecientes al U.S
Fortune 500, mostraba que en 1999 el 73.5% de los encuestados estimaban el costo del

capital con el CAPM. De forma similar, en Europa en 2001 el porcentaje ascendié a 77%.

El CAPM estd basado en la teoria de equilibrio econémico, que busca cual debe ser el
exceso de retorno esperado de un activo frente a la tasa libre de riesgo, de tal forma que la
demanda y la oferta de ese activo se igualen. La oferta en el modelo es simplificada como
la capitalizacion de mercado estimada'®. A su vez, la demanda proviene de la maximizacion
de la utilidad de un agente averso al riesgo que escoge el porcentaje de su riqueza a invertir
en diferentes activos. En equilibrio, el portafolio 6ptimo de mercado es aquel que

corresponde a la capitalizacion (oferta) y consigue vaciar el mercado.

El modelo supone que los agentes son aversos al riesgo y maximizan su utilidad esperada
(en el sentido de von Neumann-Morgenstern) a través de decisiones de inversion basadas
en el criterio de maximizacion del retorno esperado y minimizacion de la varianza
(Markowitz , 1959). Ademas, en el modelo se supone que todos los mercados son eficientes
y perfectos (no hay oportunidades de arbitraje), no hay costos de transaccion y todos los
inversionistas tienen la misma informacion. Por otra parte, las tasas de depdsitos y
préstamos se suponen iguales, y se asume que en el mercado monetario todos los agentes
tienen capacidad ilimitada de prestar y pedir prestado a la tasa libre de riesgo.
Adicionalmente, las expectativas son homogéneas en el mercado; es decir, todos los
agentes tienen las mismas oportunidades de inversién y ven los retornos esperados y

desviaciones estandar de los activos de la misma forma.

Sumado a lo anterior, el modelo supone que todos los inversionistas tienen un mismo
horizonte de inversion, donde este supuesto recae en que la existencia de neutralidad en el

horizonte de inversion. Es decir, en el sentido de Campbell et al. (1997), es necesario

1 Numero de acciones o cantidad circulante del activo multiplicada por el precio de mercado.
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suponer que los activos siguen un proceso de caminata aleatoria, en el que los retornos son
independientes e idénticamente distribuidos y conjuntamente se distribuyen como una

normal multivariada.

Sean N activos riesgosos j=1,2...N, dadas unas dotaciones iniciales de riqueza, los retornos
de los activos (IT) y la matriz de varianzas y covarianzas entre los activos (Z), los agentes
escogen la distribucion de su dotacion (w) maximizando la funcion de utilidad, que, como
se muestra en la ecuacién (8), depende positivamente del retorno del portafolio y
negativamente de la varianza de este™®. Adicionalmente, el coeficiente A, que multiplica a la
varianza, determina la des-utilidad que le produce al agente la volatilidad de los activos; en

otras palabras, representa el coeficiente de aversion al riesgo.

max,,)U = E[llo] — 0.5A(wIiw")

N1(1)j=1 (8)

s.a. ha

De la condicién de primer orden se obtiene:
W = %(2—111) 9)

La intuicion detras de la ecuacion (9) es que la proporcion de la riqueza invertida en el
activo riesgoso depende negativamente del coeficiente de aversion al riesgo, tal que a
mayor aversion al riesgo la cantidad invertida en el activo riesgoso es menor. De igual
forma, la inversion en el activo riesgoso depende negativamente del riesgo de los activos
representado por la matriz de varianza-covarianza. Finalmente, la decision de invertir en los
activos riesgosos depende positivamente del retorno de estos, es decir, a mayor retorno de

los activos riesgosos mayor es la inversion en ellos.

Como en el modelo se suponen expectativas homogéneas e informacion simétrica, los

inversionistas tienen los mismos retornos esperados, y la Unica diferencia en la

15 Se supone la funcién de utilidad cuadratica porque representa la disyuntiva a la que se enfrenta el
inversionista entre retorno y riesgo. Litterman (2003) afirma que una funcién cuadratica puede ser una
aproximacion de una funcion de utilidad general suavizada. Adicionalmente, esta funcion permite representar
el comportamiento de un inversionista con una aversion al riesgo relativa constante y para el cual los retornos
se distribuyen como una normal.
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optimizacion del portafolio serd la aversion al riesgo. A partir de este coeficiente, los
inversionistas decidiran la cantidad invertida en activos riesgosos (acciones) en relacién a

activos libres de riesgo (bonos).

A partir de la optimizacion de los inversionistas, la ecuacion principal del CAPM establece
que el retorno esperado del activo j durante un horizonte de inversion'® esta dado por la

ecuacion (10).
E(R;) = Ry + B[E(Rp) — Ry] (10)

Esta relacion implica que el retorno esperado de equilibrio de un activo riesgoso (j) es una

Zimy con la prima de riesgo que es igual al
m

0,

funcion lineal y positiva de su covarianza (8; =

rendimiento esperado del portafolio de mercado (m) menos la tasa libre de riesgo, donde

0jm €s la covarianza entre el activo j y el mercado, y o3 es la varianza del mercado.

Reescribiendo la ecuacion anterior en términos de excesos de retornos sobre la tasa libre de
riesgo se tiene que el exceso de retorno del activo j es ; veces proporcional a la prima de

riesgo del mercado:
1 = Biltm (11)

Donde u; es el exceso de retorno del activo j, u,, es el exceso de retorno del portafolio de
mercado y f3;, definida de la misma forma que en la ecuacion (10), es una forma de medir
el riesgo de un activo individual como una combinacion lineal con el riesgo del portafolio
de mercado. Segun Greene y Fieltz (1980), S; es un indicativo del riesgo sistematico®’ de

un activo individual.

% Debido a gue se supone neutralidad en el horizonte de tiempo la escogencia del periodo de inversién no es
relevante; el horizonte de inversion es especificado en el modelo pero corresponde al periodo de estimacion
del retorno del activo riesgoso y el libre de riesgo.

Y El riesgo sistemético es el riesgo asociado a los movimientos del mercado, y se mide como la covarianza
del portafolio con el portafolio de mercado. En contraposicion, el riesgo no sistemético esta asociado solo a
un activo o a un grupo pequefio de activos (Ross, 2005).
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La idea subyacente al horizonte de inversién Gnico™ en el que se desarrolla el CAPM est&
basada en el supuesto de neutralidad del horizonte de tiempo, segun el cual los activos
siguen un MB. Esto implica que, ante la independencia de los retornos en el tiempo, la
consistencia temporal de la volatilidad se mantiene y se puede aplicar la regla de la raiz de
tiempo y el horizonte de inversion es irrelevante. No obstante, en la realidad la frecuencia

de los datos y el horizonte de inversidn elegido tienen relevancia.

Debido a que la evidencia ha mostrado que los retornos de los activos no son
independientes en el tiempo, las medidas de riesgo de los activos pueden cambiar al
incorporar la dependencia de largo plazo en los retornos. En particular, Greene y Fieltz
(1979 y 1980) muestran como la existencia de un movimiento browniano fractal puede

cambiar la formulacion del CAPM.

Sea B(t) un movimiento browniano con incrementos B(t + s) — B(t), siendo s el tamafio
del incremento en el tiempo (horizonte de inversion), estos son idénticamente distribuidos
(2) a la raiz cuadrada del intervalo de tiempo s multiplicado por un incremento de una
unidad (Greene y Fieltz 1980).

B(t+s)—B(t) 2 s°[B(t+1) — B(t)] Vts (12)

Esto es equivalente a lo que se mostrd en la seccion anterior respecto a la regla de la raiz
cuadrada del tiempo (1). En el caso de un movimiento browniano fractal B, Greene y

Fieltz (1980) muestran que la ecuacion (12) se convierte en (13).

By(t+s)—By(t) 2sH[By(t+1)—By(t)] Vt,s (13)

Donde H es el exponente de Hurst expuesto en la seccién Il1. De esta forma, comparando la
ecuacion (13) con la (12), se tiene que un movimiento browniano fractal es un movimiento
browniano ordinario (0 una caminata aleatoria) cuando H=0.5; es decir, el movimiento

browniano fractal es una generalizacion del movimiento browniano (Leon y Reveiz, 2011).

'8 Note que la formulacién del CAPM clésico no contiene subindices que indican el tiempo. Por lo que el
horizonte de inversidn al que se aplique el modelo es irrelevante en la teoria.
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A partir de las ecuaciones anteriores, Greene y Fieltz (1979 y 1980) muestran que la
varianza y la covarianza de un movimiento browniano fractal estan dadas por (14) y (15),
donde la varianza y covarianza del movimiento browniano fractal (14) es una

generalizacion de la varianza y covarianza del movimiento browniano (2).

Var[By(t + s) — By(t)] = s? Var[By(t + 1) — By (1)] (14)

Cov{[BHj(t +5s)— BHj(t)], [BHO(t +5s) — Bo(t)]}

= stitHo Cop {[BHj(t +1) - BHj(t)], [Bu, (t + 1) — By, (0]} (15)

Donde H;y H, son los exponentes de estimados Hurst para cada una de las series. La
ecuacion (15) implica que la covarianza entre los retornos de dos activos (j y 0) en el
horizonte de inversion s es s#i*Ho veces la covarianza entre los retornos de esos activos en

un intervalo de una unidad.

Debido al supuesto de neutralidad del horizonte de inversion en el CAPM, un inversionista
con un horizonte de inversién s que quiere calcular cuanto es el retorno esperado de una
accion durante ese periodo y que supone que los activos son independientes en el tiempo,

utilizaria la ecuacion (10), disefiada para la inversion en un solo periodo, de la forma:

E(Rj,s) = Rf,s + ﬂj,s [E(Rm,s) - Rf,s] (166.)
s05+05g SGjm
ﬂj,s = SZXO'SUiZn = Soj'rzn (16b)

Donde E(R; ;) es el retorno esperado del activo j durante el periodo s; E(R,,s) es el
retorno esperado para el portafolio del mercado durante el mismo periodo; Rf €s un
retorno libre de riesgo; y g;.,, Y 0 son la covarianza entre los retornos del activo j y el

mercado, y la varianza de los retornos del mercado, respectivamente.

En la practica estos célculos se realizan basados en retornos diarios que son escalados al

periodo de inversion s. Cuando la frecuencia de los datos difiere del periodo de inversion y
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las series financieras presentan dependencia de largo plazo (es decir, no se cumple el
supuesto de neutralidad del horizonte de inversion), la ecuacion (16) cambia para tener en
cuenta ese efecto. Basandose en las ecuaciones (14) y (15), Greene y Fieltz (1980)
muestran que en presencia de dependencia de largo plazo la ecuacién (16a y 16b) se

generaliza de la siguiente manera:

E(Rj,s) = Rf,s + .Bj,s [E(Rm,s) - Rf,s] (173-)
SHm+Hj Cim
Bis = —imar (17b)

El impacto de la dependencia de largo plazo en el modelo esta en el coeficiente §;, que es
el ponderador del riesgo del activo frente al riesgo del portafolio. Cuando los retornos son
independientes, es decir que H,,, = H; = 0.5, el ; no cambia cuando se utilizan datos cuya
frecuencia difiere del periodo de inversion. Otro caso en el que ; no cambia y el modelo es
neutral a la eleccion del horizonte de inversion es cuando H,, = H;; en este caso la

ecuacion (18) muestra que los exponentes de la ecuacion (17b) se cancelan:

ﬁ sHmgHm Ojm
is = I I >
J sHm sHmg2,

=L (18)

Om

Por lo general, en los casos en los que existe dependencia de largo plazo, que segun la
evidencia presentada es un hecho comun en las series financieras, se tiene que H,, # H; #
0.5. Lo anterior implica que B;, que es el parametro estimado del riesgo sistematico
mediante minimos cuadrados ordinarios, cambia cuando hay dependencia de largo plazo.
Esto, segun Greene y Fieltz (1980), implica que los estimadores del riesgo sistematico f5;
deben estar medidos sobre un incremento de tiempo s exactamente igual al horizonte de

inversion.

Por lo anterior, al tener en cuenta la dependencia de largo plazo en la formulacién del
CAPM, el retorno esperado del activo j cambia frente a la formulacién del CAPM cléasico
que supone neutralidad en el horizonte de inversion e independencia serial de los retornos.

A continuacion se estimara el efecto cuantitativo de la existencia de la dependencia de largo
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plazo sobre los retornos esperados de algunas acciones del mercado colombiano y de los
Estados Unidos usando el CAPM.

V. Resultados

Como se menciond en las secciones anteriores, el CAPM se utiliza en la practica para hallar
el costo del capital, que es un insumo indispensable en la valoracién de empresas, entre
otras aplicaciones. De ahi la importancia de ajustar el CAPM con la formulacion de la
seccion anterior con el fin de incorporar la dependencia serial de largo plazo de los activos.
En esta seccion se compararan los resultados entre los retornos esperados utilizando el
CAPM clasico con los retornos esperados del modelo ajustado segun las ecuaciones (17a 'y
17b), donde el exponente de Hurst corresponde con la version ajustada de Ledn y Vivas
(2010) y Ledn y Reveiz (2010). Como se explicd anteriormente, la version ajustada del
exponente de Hurst corrige el sesgo derivado de la estimacion del exponente sobre series

finitas, lo que permite su utilizacion practica.

Para realizar este ejercicio se tomaron las acciones del mercado colombiano presentadas en
la seccion 11 (Nutresa, Bancolombia y Exito). Adicionalmente, con el propdsito de realizar
comparaciones, se utilizaran tres acciones que cotizan en el New York Stock Exchange
(NYSE) y se encuentran listadas en el indice bursétil de las 500 empresas mas importantes
de los Estados Unidos, el S&P500: JPMorgan (JPM), Kellog’s (K) y Walmart (WMT). Los
indices que representan el portafolio de mercado son el IGBC y el S&P500, para Colombia

y Estados Unidos, respectivamente.

Al estimar los exponentes de Hurst ajustados para los activos mencionados se encuentra
evidencia de dependencia de largo plazo (ver Cuadro 1), aunque solo Bancolombia, el
IGBC y el S&P500 presentan un grado de alejamiento significativo con respecto de la
hipotesis nula de independencia. No obstante, se estimaran los retornos esperados para
todas las acciones debido a que los resultados significativos de dependencia de largo plazo
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para los indices accionarios afectan la medicion del riesgo sistémico de cada una de las

acciones.

Para el componente libre de riesgo del modelo, la tasa libre de riesgo de EE.UU se calculd
como el rendimiento diario del indice de notas y bonos del Tesoro Americano de 0-3meses
calculado por Merrill Lynch. Para Colombia, el rendimiento libre de riesgo (en pesos
colombianos) se aproxim6 como la tasa libre de riesgo de EE.UU mas la prima de riesgo
pais medida por el EMBI Colombia y la devaluacion de la tasa de cambio promedio peso-
dolar'. Los datos del indice de Merril Lynch, el EMBI Colombia y la tasa de cambio

promedio fueron extraidos de Bloomberg.

Una primera aproximacién al efecto de la dependencia de largo plazo sobre las decisiones
de inversion se puede observar en la comparacion retorno-riesgo®® de estos activos. Ante la
presencia de activos que siguen un movimiento browniano fractal, el riesgo del activo
puede estar subestimandose o sobreestimandose al escalar los retornos de los activos a
diferentes frecuencias. En consecuencia, Ledn y Vivas (2010) muestran que la regla de la
raiz de tiempo no es una forma correcta de escalar la volatilidad de un activo que presenta
dependencia de largo plazo, y proponen que la volatilidad sea escalada utilizando el
exponente de Hurst. De esta forma, el riesgo (desviacion estandar) del activo j en el periodo
s, esta dado por:

05 = s"0 (1)) (19)

Donde r; ; son los retornos logaritmicos del activo j en el periodo d, y H; es el exponente

de Hurst ajustado para ese mismo activo.

En los graficos 5 al 7 se ilustra la relacion retorno riesgo basada en retornos diarios de las
acciones analizadas para tres periodos de inversion: 1 dia, 1 mes (20 dias) y 1 afio (250

dias). En estos graficos se evidencia que en presencia de dependencia de largo plazo (Ver

19 para Colombia no se utilizé el rendimiento de los titulos del Gobierno TES debido a que estos activos no
son considerados refugio en el mercado local, lo cual se evidencia en una relacion directa entre el rendimiento
de las acciones (activos riesgosos) y los TES.

2 De acuerdo con el criterio de media-varianza de Markowitz, un activo con un mayor retorno y menor riesgo
domina a uno con un retorno similar pero mayor riesgo.
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Cuadro 1) la relacion de retorno riesgo de los activos puede cambiar. Cuando el horizonte
de inversion es 1 dia, la frecuencia de los retornos es igual al horizonte de inversion (e.g.

cuando s=1), por lo que la relacion retorno riesgo no cambia (Gréafico 5).
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Sin embargo, para horizontes de inversién mayores (a 1 mes y 1 afio), se pueden observar
cambios en la relacion retorno riesgo de las acciones analizadas. A partir de las pruebas de
significancia, las diferencias en las relaciones retorno riesgo de Bancolombia y Walmart
son estadisticamente significativas. Al ajustar el riesgo por dependencia se puede observar
que al escalar la volatilidad bajo el supuesto de independencia de largo plazo, el riesgo de
la accion de Bancolombia se subvalora en términos relativos y un modelo de optimizacion
hubiera sobreestimado la asignacion sobre esta accion. De otra parte, la accién de Walmart
muestra el comportamiento contrario al de Bancolombia debido a que al ajustar el riesgo
por dependencia de largo plazo, se encuentra que el riesgo estaba sobrevalorado por lo que

en un modelo de optimizacion su asignacion se pudo haber subestimado.
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Grafico 6 Grafico 7
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Para las acciones del mercado colombiano analizadas, no tener en cuenta la memoria de
largo plazo implica una subvaloracion del riesgo por la presencia de persistencia. Por el
contrario, la presencia de antipersistencia resulta en que el riesgo de las acciones

estadounidenses es sobreestimado.

Ademaés de afectar la comparacion del riesgo con otros activos, la dependencia de largo
plazo afecta también la relacion de riesgo con el mercado. En el CAPM esto implica que al
medir el retorno esperado de una accién en funcion de la prima de riesgo del mercado, los
resultados de los retornos esperados cambian no so6lo cuando la accion presenta
dependencia de largo plazo, sino también cuando este fendmeno se presenta en los retornos

del portafolio de mercado (ecuacion (17)).

Con el fin de cuantificar las diferencias entre el f; que resulta del ajuste en 17 a'y 17b
frente al que no lo incorpora (16), se realizaron 5000 simulaciones a partir de ventanas de
250 datos®! para calcular las distribuciones de los betas estimados para cada uno de los
plazos de inversion (1 dia, 1 mes y 1 afio?) y asi estimar los retornos esperados de las

acciones analizadas.

21 En el mercado usualmente se utiliza 1 afio como plazo para aplicar este tipo de modelos. Se realizaron
ejercicios con ventanas de 100 y 500 datos con resultados similares, donde las conclusiones no variaban.
22 Se reportaran los resultados para 1 afio.
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Los graficos 8 al 10 muestran los graficos de probabilidad de los betas ajustados por
dependencia de largo plazo, frente a los betas que suponen independencia, para un periodo
de un afo. Los betas de las acciones Nutresa, Exito y Bancolombia que incorporan
dependencia de largo plazo difieren de los estimados sin este ajuste, y en los tres casos la
linea ajustada se encuentra a la izquierda de la que no incorpora la dependencia de largo
plazo, lo cual se debe a que exponente de Hurst del IGBC es mayor que el de las acciones.
Para Nutresa y Exito la diferencia entre los betas es mayor que en la de Bancolombia
debido a que la diferencia entre el exponente de Hurst de Bancolombia y del IGBC es

menor.

Pese a que el exponente de Hurst de las acciones de Nutresa y Exito no es
significativamente diferente de 0.5, la persistencia del indice accionario hace que el ajuste
por dependencia de largo plazo muestre que el beta de estas acciones se estaba
sobrevalorando, ya que el riesgo sistematico de la accion era inferior al que se estimaba.
Por otra parte, el beta de Bancolombia ajustado se encuentra mas cerca del beta sin ajustar
debido a que la persistencia de este es significativa y, por lo tanto, el riesgo sistémico es

mayor.
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Las diferencias en las distribuciones también se evidencian al comparar las principales
estadisticas. Se corrobora que en los tres casos la media y desviacion estandar de la
distribucion de los betas ajustados por dependencia de largo plazo es menor y que esta

diferencia es mayor en las acciones de Nutresa y Exito.
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Cuadro 2

Estadisticas de la distribucién de los Betas estimados para un horizonte de inversién de un
afo (ajustados por dependencia de largo plazo y sin ajustar)

Nutresa Exito Bancolombia
Sin Ajustar  Ajustado | Sin Ajustar Ajustado | SinAjustar  Ajustado
Media 0,82 0,57 0,67 0,47 1,06 0,96
Desviacion Estandar 0,22 0,16 0,19 0,13 0,21 0,19
Asimetria 0,36 0,36 -0,66 -0,66 -1,29 -1,29
Curtosis 3,12 3,12 3,61 3,61 4,73 473

Fuente: Célculos del autor

Dado que los graficos de probabilidad de los betas (gréaficos 8, 9 y 10) muestran que estos

12, se aplican dos pruebas no paramétricas® con el

no se distribuyen como una norma
propésito de comparar las dos distribuciones. Por un lado, la prueba de Kolmogorov-
Smirnov calcula la desviacion de las funciones de distribucion acumuladas de dos series de
tiempo, donde la hipotesis nula es que las series provienen de la misma distribucion
continua. Adicionalmente, se aplica la prueba U de Mann-Whitney, cuya hipétesis nula
corresponde a que dos series de tiempo son muestras independientes pertenecientes a
distribuciones idénticas, continuas y con medianas iguales. La hipétesis alternativa es que

no tienen la misma mediana.

Segun los resultados de estas pruebas para las distribuciones de los betas estimados para
cada una de las acciones, con un 99% de confianza se rechaza la hipétesis nula de que la
distribucion de los betas que incorporan la dependencia de largo plazo es igual a la que

supone independencia.

2% Esto se corrobord con las pruebas estandar para probar normalidad, Jarque-Bera, Lilliefors y Kolmogorov-
Smirnov. Para las tres pruebas se rechazo la hip6tesis nula de normalidad.

% La prueba de Kolmogorov-Smirnov compara la distribucién empirica de dos muestras y el estadistico se
calcula como la méaxima diferencia absoluta entre las dos distribuciones. Dadas dos variables X y Y ordenadas
de forma ascendente, la prueba U de Mann-Whitney esta definida como el nimero de veces que Y precede a
X. La metodologia de calculo se encuentra en detalle en Gibbons y Chakraborti (2003).
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Cuadro 3

. Estadistico Kolmogrov- Z del Estadistico U Mann-
Accioén . P-val ) P-val
Smirnov Whitney
Nutresa 0,524 0 -54,87 0
Exito 0,5876 0 -56,10 0
Bancolombia 0,3966 0 -34,28 0

Fuente: célculos del autor

Por otra parte, el ejercicio realizado para las acciones de JPMorgan, Walmart y Kellog's
muestra que, contrario a los resultados para las acciones de Colombia, la distribucion de los
betas ajustados por dependencia de largo plazo se encuentra a la derecha de la que no
incorpora este ajuste. Aunque solo la accién de Walmart muestra una distancia significativa
de la hipotesis de independencia, el indice S&P500 también muestra un comportamiento
anti-persistente de similar magnitud, por lo que el beta ajustado de esta accién varia menos

que en el caso de otras acciones.
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Grafico 13
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Cuadro 4
Estadisticas de la distribucion de los Betas estimados para un horizonte de inversion de un
afo (ajustados por dependencia de largo plazo y sin ajustar)
JPMorgan Walmart Kellogs
Sin Ajustar Ajustado | Sin Ajustar Ajustado | SinAjustar Ajustado
Media 1,42 1,73 0,82 0,83 0,47 0,51
Desviacion Estandar 0,28 0,34 0,27 0,28 0,12 0,13
Asimetria 0,81 0,81 0,23 0,23 -1,37 -1,37
Curtosis 443 4,43 3,15 3,15 4,88 4,88

Fuente: Célculos del autor

El Cuadro 4 confirma que la media y desviacion estandar de la distribucion de los betas
ajustados por dependencia de largo plazo es mayor y que esta diferencia es mayor en las

acciones de JPMorgan y Kellog’s.

No obstante, es importante anotar que la distribucion del beta de la accién de Walmart con
el ajuste es muy similar a la que no lo tiene, lo cual se explica porque el exponente de Hurst
de la accién (0.454) es cercano al exponente del indice (0.451). Con el fin de comprobar
estadisticamente las diferencias en estas distribuciones se realizaron las mismas pruebas no
parametricas que se realizaron para las acciones colombianas. Los resultados del Cuadro 5
muestran que con el 99% de confianza se rechaza la hipdtesis de igualdad de las

distribuciones de los betas ajustados y son ajustar.
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Cuadro 5

Accién Estadistico Kolmogrov-Smirnov P-val Z del Estadistico U Mann-Whitney P-val
JPMorgan 0,4422 0 46,87 0
Walmart 0,0598 0 3,37 0,0008
Kellogs 0,2806 0 23,02 0

Fuente: calculos del autor

El dnico caso en que la neutralidad en el horizonte de inversion se mantiene en presencia de

dependencia de largo plazo es cuando la persistencia del activo es igual a la del portafolio

de mercado. Como se menciono anteriormente, la accion de Walmart tiene un exponente de

Hurst muy cercano al del mercado, pero la diferencia resulta en un beta significativamente

diferente segun los estadisticos utilizados.

Aunque Peters (1977) afirma que es poco probable encontrar una accion con un exponente

de Hurst igual al del portafolio de mercado, la accion de Procter & Gamble tiene esa

caracteristica. Lo anterior, resulta en que la distribucion de los betas estimados suponiendo

independencia es igual a la distribucion con el ajuste por dependencia, lo cual es

confirmado con los resultados de las pruebas paramétricas del Cuadro 7, que no rechazan la

hipdtesis de igualdad de las distribuciones.
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Cuadro 6

Estadisticas de la distribucion de los Betas estimados
para un horizonte de inversién de un afio (ajustados por
dependencia de largo plazo y sin ajustar)

P&G
Sin Ajustar Ajustado

Media 0,53 0,54

Desviacion Estandar 0,20 0,21

Asimetria -1,20 -1,20

Curtosis 4,91 4,91

Fuente: Célculos del autor
Cuadro 7

Accién Estadistico Kolmogrov-Smirnov P-val Z del Estadistico U Mann-Whitney P-val
P&G 0,0134 0,76 0,62 0,53

Fuente: célculos del autor

Asimismo, las diferencias en los betas se reflejan en los retornos esperados de las acciones.

Para las acciones de Nutresa, Exito y Bancolombia los retornos esperados promedio® con

el ajuste por dependencia de largo plazo son 111, 90 y 43 p.b. inferiores a los retornos

esperados que no incorporan el ajuste. Para las acciones de JPMorgan, Walmart y Kellog’s

el cambio en el retorno esperado es inferior al de las acciones colombianas, en promedio los

retornos caen 73, 2y 9 p.b. cuando se incorpora el ajuste por dependencia de largo plazo.

%> Promedio simple de los datos diarios de retornos esperados anuales de la muestra analizada.
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Cuadro 8

Promedio del Retorno Esperado Anual
Activo Ajustado | Sin Ajustar |Ajuste enp.b.
Nutresa 18,3% 19,4% -111
Colombia Exito 17,9% 18,8% -90
Bancolombia 19,9% 20,3% -43
JPMorgan -1,5% -0,7% -73
EE.UU Walmart 1,0% 1,0% -2
Kellogs 1,6% 1,7% -9

Fuente: Calculos del Autor

De los resultados obtenidos se destaca un hecho interesante que contradice uno de las
creencias mas populares en las finanzas: que los retornos promedio de los instrumentos de
renta fija es inferior al de las acciones. Este hecho, destacado también por Ledn y Reveiz
(2010), Valdés (2010) y Arnott (200), se evidencia en el comportamiento de la accion de
JPMorgan, que presenta un retorno promedio esperado negativo al utilizar una serie de

tiempo considerablemente extensa.
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VI. Conclusiones

Ademas de ser uno de los pilares de la teoria financiera moderna, el CAPM es comiUnmente
utilizado en la valoracion de empresas y en otras aplicaciones en el mercado de capitales.
En la préctica se ignora que el modelo fue disefiado para un solo periodo de inversion, y se
utiliza para periodos mas extensos suponiendo que existe neutralidad del horizonte de
inversion. Este documento, a partir de los hallazgos de Peters (1989 y 1992), Mandelbrot
(1972), Leon y Vivas (2010), entre otros, respecto de la dependencia de largo plazo de las
series de tiempo financieras, mostrd que este fendmeno invalida el supuesto de neutralidad

en el horizonte de tiempo en el CAPM, y en consecuencia, cambia sus resultados.

La no neutralidad en el horizonte de inversion, causada por la presencia de dependencia de
largo plazo en los activos, implica que la informacién del riesgo contenida en un periodo
corto difiere de la de un plazo mayor. Debido a esto, las decisiones de inversion basadas en
la relacion riesgo-retorno y los resultados del CAPM cambian al escalar la volatilidad con
el exponente de Hurst ajustado. Basado en Greene y Fieltz (1980), se demostrd6 como
cambia la formulacion del CAPM al escalar las varianzas del mercado y del activo, asi

como su covarianza, utilizando el exponente de Hurst estimado para cada uno de ellos.

Con esta metodologia se compararon los betas y los retornos esperados del CAPM para seis
acciones, tres pertenecientes al mercado colombiano y tres del mercado estadounidense. Se
encontr6 que los betas de las acciones de Nutresa, Exito y Bancolombia, que incorporan
dependencia de largo plazo, son menores que los que no tienen el ajuste; esto se explica
porque el exponente de Hurst ajustado del mercado (IGBC) es mayor que el de las
acciones. Adicionalmente, se realizaron pruebas estadisticas no paramétricas, las cuales
resultaron en el rechazo de la hip6tesis nula de igualdad de las distribuciones de los betas

de las acciones analizadas con y sin el ajuste.

Por otra parte, el ejercicio realizado para las acciones de JPMorgan, Walmart y Kellog's
muestra que, contrario a los resultados para las acciones de Colombia, la distribucion de los
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betas ajustados por dependencia de largo plazo se encuentra a la derecha de la que no
incorpora este ajuste, lo cual se explica porque exponente de Hurst ajustado del mercado
(S&P500) es menor que el de las acciones. Igualmente, se realizaron pruebas estadisticas
no paramétricas, las cuales resultaron en el rechazo de la hipdtesis nula de igualdad de las
distribuciones de los betas de las acciones con y sin el ajuste.

Asimismo, las diferencias en los betas se reflejan en los retornos esperados de las acciones.
Para las acciones colombianas analizadas los retornos esperados con el ajuste por
dependencia de largo plazo caen en promedio 80 p.b.. Las acciones estadounidenses
muestran un cambio en los retornos esperado inferior al de las acciones colombianas, en

promedio éstos caen 28 p.b..

Los resultados de este trabajo son Utiles debido a que los trabajos futuros que se basen en el
CAPM pueden conseguir capturar el efecto de la dependencia de largo plazo a través de la
metodologia mostrada. Adicionalmente, este documento puede resultar de utilidad para los
participantes del mercado de capitales local, ya que es una forma facil e intuitiva de realizar

el ajuste por dependencia de largo plazo en el CAPM.
En cuanto a las extensiones, este trabajo puede ser retomado en el futuro para incluir la

multifractalidad en el CAPM. Adicionalmente, se considera explorar otras metodologias

para cuantificar la dependencia de largo plazo e incorporarlas en el modelo de valoracion.
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Anexo 1.

Exponente de Hurst y Exponente de Hurst ajustado
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