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RESUMEN. En este documento se estima el valor en riesgo utilizando métodos semiparamétricos
basados en regresion cuantilica lineal y no lineal. En particular, se usan varias especificaciones de
la familia de modelos CAViaR. Estos modelos permiten capturar hechos estilizados de las series
financieras y evitan imponer supuestos relacionados con la distribucién de los activos financieros.
Adicionalmente, estas metodologias son comparadas con técnicas de VaR tradicionales para la tasa
de cambio representativa del mercado, un indice de precios de bonos de deuda publica, y el indice
de la bolsa de valores de Colombia, durante el periodo comprendido entre diciembre de 2007 y
noviembre de 2015. En general, se encontré que las medidas de riesgo de mercado bajo estas me-
todologias tienen un mejor desempefio respecto a las tradicionales.

Palabras Clave. Valor en riesgo, regresion cuantilica, regresion cuantilica no lineal, procesos CA-
ViaR.

Clasificacion JEL. C32, C52, G10.

1. INTRODUCCION

El valor en riesgo (VaR, por sus siglas en inglés) se ha convertido en una de las medidas de riesgo
de mercado mas utilizadas por las entidades financieras. Esta medida corresponde a la minima
pérdida esperada en el (1 —6)100% de los peores casos para un horizonte de tiempo especifico
[Becerra y Melo, [2006]. De este modo, se puede suponer que la pérdida esperada de su inversion
no serd mayor al VaR con una probabilidad 8. En términos estadisticos, el VaRtQ‘t_] es el 0-ésimo
cuantil de la distribucién de pérdidas y ganancias futuras del activo en el siguiente periodo. Su
facil interpretacion y aplicacién lo han convertido en una medida estdndar de riesgo de mercado,

tanto para entidades financieras como regulatorias.

Dada su relevancia, es necesario contar con metodologias confiables para la estimacién del VaR.
La mayoria de las metodologias utilizadas para su cdlculo tienen en cuenta varios hechos estiliza-
dos de las series financieras. Sin embargo, algunas de las limitaciones que presentan las técnicas
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con enfoque paramétrico estdn relacionadas con los supuestos que se imponen sobre la distribu-
cién de los retornos de los activos financieros.

La regresion cuantilica es un método de estimacién que permite lidiar con este tipo de limitantes.
Este método permite calcular el cuantil condicionado de forma directa, sin necesidad de impo-
ner supuestos sobre la distribucién del término del error asociado al modelo. Adicionalmente, sus
estimadores son robustos ante datos atipicos. Es de notar que la especificacién del cuantil condi-
cionado puede incluir una especificacion autorregresiva con la cual se puede modelar de forma
adecuada los clusters o conglomerados de volatilidad, como lo sugieren los hechos estilizados
de las series financieras. Este tipo de modelos se pueden especificar mediante procesos CAViaR
(Conditional Autoregressive Value at Risk) .

En general, los modelos CAViaR presentan un buen desempefio en comparacion a las técnicas tra-
dicionales usadas en la estimacion del VaR. Al respecto, Engle y Manganelli [2001]] llevan a cabo
simulaciones Monte Carlo para evaluar el desempefio tanto de métodos tradicionales como del
CAViaR. Los resultados indican que estos ultimos tienen un buen desempefo para casos donde las
distribuciones presentan colas pesadas. Por otra parte, Xiliang y Xi| [2009] calculan el VaR para
la serie de precios del petréleo Brent y WTIL. Sus resultados muestran que los modelos CAViaR y
los GED-GARCH son los que presentan mejor desempeiio frente a otros modelos. En otro docu-
mento, [Gaglianone et al., 2008]] proponen una nueva prueba de backtesting basada en regresion
cuantilica y la implementan para evaluar el desempeno del VaR de la serie S&P-500 calculado
por 5 métodos de estimacién. En estos ejercicios, el modelo CAViaR es el inico que no muestra
indicios de mala especificacion y tiene el mejor desempeio de acuerdo a funciones de pérdida.

En la literatura también se tienen trabajos que estiman el valor en riesgo usando métodos de re-
gresion cuantilica aplicados a mercados financieros colombianos. [Cabrera et al., 2012]] estiman
el VaR y el CoVaR para el portafolio de deuda publica de las entidades financieras de Colom-
bia usando un modelo de regresion cuantilica con efectos ARCH. Por otro lado, |[Londofio| [201 1]
realiza una aproximacién del modelo CAViaR sobre el indice general de la bolsa de valores, con
el fin de determinar los patrones que influencian el riesgo de mercado a través de un modelo de
redes neuronales de regresion cuantilica. Adicionalmente, [Londono et al., 2014]] estiman varios
modelos incluyendo el CAViaR usando regresion cuantilica Bayesiana para el mercado de valores
colombiano. Sin embargo, en los dos tltimos trabajos s6lo se modela una de las especificaciones
CAViaR.

El objetivo de este trabajo consiste en estimar la familia de modelos CAViaR propuestos por|Engle
y Manganellil [2004]], |Kuester et al.| [2006] y Koenker y Xiao| [2009]] para tres series financieras
colombianas, el indice de mercado bursatil de la bolsa de valores (COLCAP), la tasa de cambio
respecto al dolar (TRM) y un indice de precios de titulos de deuda publica (IDXTES); para la
muestra comprendida entre el periodo 12/Dic/2007 y 20/Nov/2015. Estas series estdn asociadas a
tres de los principales mercados financieros de Colombia y por tal motivo, es importante contar
con medidas confiables de riesgo relacionado con estos mercados.
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A diferencia de los trabajos mencionados anteriormente que estdn relacionados con aplicaciones a
mercados financieros colombianos, en este documento se estiman diversas especificaciones de los
procesos CAViaR. Estas incluyen modelos que tienen en cuenta el efecto leverage de los retornos
financieros, entre otras extensiones. Los resultados de la aplicacion realizada en este trabajo mues-
tran que al comparar el desempefio de estos modelos frente a técnicas tradicionales se obtiene que
las especificaciones CAViaR presentan, en general, un mejor desempefio en términos de funciones
de pérdida.

Ademds de la presente introduccién, el documento se compone de otras cuatro secciones. La se-
gunda contiene una definicién formal del VaR. En la tercera seccién se expone la familia de mode-
los CAViaR, basados en regresion cuantilica lineal y no lineal, y sus metodologias de estimacion.
En la cuarta se muestra un ejercicio empirico donde se aplican estos modelos. Finalmente, en la
quinta seccidn se presentan algunas conclusiones.

2. VALOR EN RIESGO

El valor en riesgo es una medida de riesgo de mercado y se puede interpretar como la minima
pérdida posible bajo condiciones extraordinarias de mercado [Tsay} 2005].

Sea {r;};—1,..r una sucesion de variables aleatorias asociada a un vector de retornos financieros.
En este contexto, el VaRte't_1 corresponde al 8-ésimo cuantil de la funcién de distribucién futura
de los retornos de un activo financiero y estd dado por:

Pr |1y < Vak? } —F (VaR" ) —0 (1)

tlr—1 tlr—1

Siendo F;(-) la funcién de distribucién de ;. Si esta funcién es conocida, el VaR se obtiene sim-
plemente calculando el 8-ésimo cuantil:

q0|t—1)=FY6|t—1)=VaR (2)

tlr—1

donde F,71(6 | £ — 1) es la funcién inversa de la funcién de distribucién de 7; condicional a la
informacién disponible hasta el periodo t — 1 y se define como:

Eil(eh_l)sz {rl|tfl ‘Ft("thfl)ze} (3)

Existen diversas estrategias para estimar el VaR. El enfoque paramétrico se centra en modelar este
cuantil de forma indirecta a través de momentos que caracterizan la distribucién de r,. Adicional-
mente, este enfoque puede contemplar varios de los hechos estilizados de las series financieras,
tales como la presencia de clusters de volatilidad, exceso de curtosis y efecto leverage, por ejemplo
usando modelos ARMA-GARCH. En general, el VaR se calcula para pérdidas extremas, asociadas
a valores de 6 ubicados en las colas de la funcién de distribucion. Por tal motivo, algunas de estas
metodologias utilizan la teoria de valores extremos.

Por otro lado, los modelos tipo CAViaR que se presentan a continuacién se concentran en la
estimacidn del cuantil de forma directa, sin necesidad de asumir una funcién de distribucidn es-
pecifica. Adicionalmente, este tipo de estimaciones del cuantil tiene en cuenta dependencias auto-

rregresivas en el tiempo. Este tipo de comportamiento se incorpora en el modelo debido a que el
3
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VaR esté asociado a la desviacidn estdndar de la distribucién, y por lo tanto, si éste sigue un proce-
so autorregresivo se obtiene este tipo de dindmica asociada con los conglomerados de volatilidad
[Engle y Manganelli, [2004].

En las siguientes secciones se definen los modelo CAViaR y sus técnicas de estimacién basadas
en regresion cuantilica y regresion cuantilica no lineal (NLQR por sus siglas en inglés).

3. METODOLOGIA

Esta secciéon se compone de dos partes. En la primera se describen los modelos de regresién
cuantilica que son considerados en este documento, mientras que en la segunda se explican sus
metodologias de estimacion.

3.1. Modelos. Una de las primeras aproximaciones para estimar el valor en riesgo usando mo-
delos de regresion cuantilica fue desarrollada por [Koenker y Zhao| [1996]], esta metodologia se
basa en la modelacién de cuantiles condicionados bajo la presencia de efectos ARCH.

Aunque los modelos ARCH tienen en cuenta ciertos hechos estilizados de las series financieras,
realizan supuestos fuertes sobre las innovaciones del proceso, lo cual puede llevar a errores de es-
pecificacion. Una forma alterna de realizar este tipo de modelacidn, sin este tipo de restricciones,
es mediante regresion cuantilica con efectos ARCH.

Sea {7 };=1,...r una serie de retornos financieros definidos en la seccién anterior. Adicionalmente,
se supone que el proceso generador de los datos (DGP por sus siglas en inglés) viene dado por la
siguiente especificacion:
P
rt:ao+zairt—i+ut “4)

i=1

donde el término #; tiene la siguiente dindmica:

~ q ~ ~
iy = (bo+ Y bjlia—j| | & (5)
j=1
con by > O;Ej >0,j=1,...,q;y {&} son variables aleatorias i.i.d con media igual a cero, varian-

za finita y con funciones de densidad y distribucién £y F, respectivamente.

Con base en ello, el cuantil 8 condicionado a la informacién disponible en # — 1 esta dado por:

i=1

P q
qi, (0 |t —1)=do+ Y aiF—i+  bo+ Y bjli_;| | F'(6|t—1) (6)
j=1

4
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A pesar de que esta metodologia estima el cuantil directamente, no incluye una estructura autorre-
gresivaA continuacién se muestran algunos modelos CAViaR que si lo hacen y que por lo tanto,
pueden modelar directamente algunos hechos estilizados de las series ﬁnancierasﬂ

3.1.1.  El proceso CAViaR [Engle y Manganelli,|2004)]. Estos autores proponen modelar directa-
mente el cuantil de una serie de retornos {r;},—; 7. Para ello definen x; C .%;_; como un vector
de variables observables del conjunto de informacion .%,_| y Yo = (a’e , ﬁ’e) un vector de parame-
tros desconocidos de dimensioén p 4 g+ 1. El 8-ésimo cuantil de r; condicionado a la informacién
disponible en 7 — 1, se define como ¢,,(6 |1 —1) = gq,, (0 | x—1,0p,B}).

De este modo, el proceso CAViaR asume que la dindmica de la evolucién de los cuantiles en el
tiempo es la siguiente:

4 (01— 1) = 00(0) + Y au(O)xr—i) + Y. Bi(O)an (8] 1~ j—1) %
i=1 j=1

Donde /(+) es una funcién de variables observables, x;. Los autores proponen cuatro formas fun-
cionales de g, (6 |1 —1):

(a) Adaptativo (CAViaR-AD):
4r (01 —1)=01(0) [ (ri—1 <gqy, (6 t—2)) — 8]+, ,(6]1-2) (8)

donde I(+) corresponde a la funcién indicadora.
(b) Valor absoluto simétrico (CAViaR-SAV):

qr,(0 [t —1) = 0(0) + 00 (8)|ri—1|+B1(0)gr,_, (6 |t —2)| )
(c) Pendiente asimétrica (CAViaR-AS):

qr (0 [1=1)=00(8) + 01 (8)(ri—1)" +02(0)(r1-1)" + B1(8)gr,_, (68 |t —2) (10)

con (x)* = mdx(0,x) y (x)~ = min(0,x).

(d) GARCH(1,1) indirecto (CAViaR-IG) :

4 (0 |1 —1) = [a(8) + 0 (8) (ri—1)* + B1 () (a6 | 1 —2))7]

(1D

De este modo, en todas las formas funcionales se tiene una especificacién autorregresiva del cuan-
til condicional. En particular, el modelo CAViaR-AD (por sus siglas en inglés) descrito en (8)
incorpora la siguiente regla de decisién: Si la pérdida observada excede al VaR en el periodo ante-
rior, el VaR se debe incrementar en el siguiente periodo. En caso contrario, el VaR debera decrecer.
A diferencia del modelo CAViaR-AD, las especificaciones CAViaR-SAV y CAViaR-AS incorpo-
ran la magnitud del retorno, donde esta dltima asigna una ponderacién distinta dependiendo del

TEs importante anotar que la estructura autorregresiva es sobre el cuantil condicional.

Debido a que el cuantil condicionado depende de la desviacidn estdndar; si se tiene un proceso autorregresivo sobre
el cuantil, también se tiene este tipo de dindmica sobre la desviacién; y por lo tanto, este proceso implica conglomerados
de volatilidad.

5
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signo de la serie en el periodo anterior.

Por otro lado, la especificacién CAViaR-IG es utilizada si el proceso sigue un modelo de tipo
localizacion-escala de la forma:

VaRf, | =q,(0t—1)=p,+F (0 |t—1)07 (12)

con, =E(r, | F_1) =0y F (0 ]1— 1)o7, sigue la especificacion en (TT)). Kuester et al.
[2006] relajan el supuesto de u, = 0, asumiendo que y, = ar,_; en (12).

Una forma de justificar la ecuacién (11)), incluyendo y; = ar;_1, es suponiendo el siguiente proceso
sobre la desviacién estandar condicional:

615, = [00(0) +0(0) (r 1 ~ar 2P+ Bi(0) (615, )] (13)

Al despejar 0y 7, , de la ecuacion (T2)), y a su vez reemplazando este resultado en (T3)) y renom-
brando términos, se llega a la especificacion del modelo CAViaR-IG, AR(1)-CAViaR-IG:
4 (8 |1 1) = ari1 + |G (6) + 05 (8) (ri-1 — ar—2)* + B{ (6) (4, (8 | 1 —2) —ari1)’]
(14)

La estimacion de los coeficientes de las ecuaciones () a (L1) y (14) se lleva a cabo usando méto-
dos de regresion cuantilica no lineal.

Sin embargo, estos modelos presentan algunos problemas relacionados con las propiedades de las
funciones cuantilicas, principalmente la de monotonicidad que ocasiona el inconveniente de cuan-
tiles cruzados [Gourieroux y Jasiak, 2008|]. En particular, s6lo el modelo CAViaR-SAV garantiza
el cumplimiento de dicha propiedad, siempre que el cuantil condicionado se encuentre entre O y 1.

Cuantiles condicionales para modelos GARCH lineales [|[Koenker y Xiao| |2009)]. En la estimacién
de los modelos expuestos anteriormente, los regresores g, (6 | ¢ — j— 1) son latentes y depen-
den de pardmetros desconocidos. Como consecuencia, la estimacién por el método NLQR no es
directamente aplicable en estos casos [Koenker y Xiao,|[2009]. A este respecto, los autores propo-
nen un proceso de estimacién de dos etapas para los modelos tipo CAViaR(p,q)-SAYV, utilizando
modelos GARCH lineales. La relacion entre estos dos tipos de modelos se describe a continuacion.

Sea u; una variable aleatoria con primer y segundo momento finitos. Por simplicidad, se supone
que su primer momento es igual a cero. Entonces, u, sigue un proceso GARCH(p, g) lineal si:

Ur = O0r&; (15)
p q

Gt:a0+zai|ut7i|+ZBjthj (16)
i=1 =

donde & es una variable aleatoria con primer y segundo momento finitos y funciones de densidad
y distribucién f y F, respectivamente.
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Adicionalmente, los autores suponen que el cuantil condicionado a la informacién disponible en
t — 1 sigue un proceso de localizacién-escala y estd dado por:

qu, (0t —1) =7z (17)

con¥y = (o, Q1,..., 0, B1,...,B ) F1(0)yze = (1,|u—1l,...,|ths—p|,0t—1,...,01—4) . Porlo tan-
t0, qu,_;(0 [t —j—1)=0,_;F~'(0) y el proceso (I6) tiene la siguiente representacién CAViaR (p,
q)-SAV:

g, (8 ]1—1)= +Za, )|z ,|+ZB, )qu,_, (0]t —j—1), (18)

Con 0(0) = aF~1(0); ;(0) = oF~1(0), i=1,...,p; B;(6) =Bj,j=1,....q

Es importante notar que los coeficientes ;(6) = B;, j=1,...,q, son globales en el sentido de
que no dependen del cuantil 6, mientras que los pardmetros ¢;(0), i = 1,...,p, si dependen del
cuantil y por ende son locales.

3.2. Estimacion. En esta seccién se describe la metodologia de estimacion de la familia de
modelos expuestos anteriormente. Esta se lleva a cabo usando las herramientas de la regresion
cuantilica [Koenker y Bassett, [1978]] y la regresién cuantilica no lineal [Koenker y Park, [1996].
Esta técnica es directamente aplicable para el modelamiento de cuantiles condicionales, es robusta
a valores atipicos y no impone supuestos distribucionales [Koenker y Xiaol 2009].

La metodologia de regresién cuantilica estdndar parte del modelo: y, =x,B + v, donde {y, : t =1,

., T} es un proceso estocdstico asociado a la variable aleatoria Y, {x; :# = 1,...T} es una suce-
sion de vectores fila de una matriz X de tamao (z x K) y v; corresponde a un proceso i.i.d. con
funciones de distribucién y densidad, Fy y fy, respectivamente.

El objetivo de esta técnica es estimar los pardmetros del modelo asociados al 6-ésimo cuantil
de y,lﬁ notado como B,. Este se obtiene por medio de la solucién del siguiente problema de
programacion lineal:

~ T !
By = argmin Z G‘y,—xﬁﬁe‘-i— Z (1—6){yt—x;ﬁ9} 19)

Bo € RX 1y, >xBy ty <x.Be

o de forma equivalente:

R T
By = argmin 7! Z [9 —I(y, <x§ﬁ9)] [yz *x;ﬁe] ) (20)

0 t=1

Sin embargo, algunos de los procesos definidos en secciones anteriores no son lineales y por lo
tanto, requieren de métodos de regresioén cuantilica no lineal (NLQR). En este caso, y; puede ser

3Es importante mencionar que este cuantil es condicionado a la informaci6n disponible, es decir, gy, (6 | x;Bg).

7
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representado por y; = g (x;,Bg) + V;, donde g(+) es una funcién no lineal y la estimacién del cuantil
condicionado se obtiene a partir de la solucién del siguiente problema:

R T
Bo =argmin T Y [0 —1(y <gx.Bo))]lyi—gx.Bo)] (21)

Bo =1

Hasta el momento solo se ha descrito la técnica de estimacion general para los cuantiles condicio-
nales asociados a la regresion cuantilica lineal y no lineal. A continuacién se describen el uso de
estas metodologias para la estimacién de los modelos presentados en la seccidon

~ o~ I~ . .
3.2.1. Modelo CAViaR. La estimacion de los coeficientes ¥y = (ag,ﬁe) se realiza por medio
de la solucién del siguiente problema de optimizacidn:

T
Vo= arg min T~ Y [6—1(r <qn(0]1=1))][r—q,, (6|1 1)], (22)
6 t=1

donde g,,(0 |t — 1) depende de €lg y B o de acuerdo a la ecuacion (7).

Engle y Manganelli demuestran que ¥, es consistente. Ademds, obtienen el siguiente resultado de
convergencia en distribucién:

VT (¥o—Ye) > N(0,D;'A7D;") (23)

con:

Ar=E [ “lo(1—-0 ZVthqt

t=1

Dr=E|T '£(0]Q) ZWI;V%

Siendo Vg, el gradiente de g, (0 | — 1) de dimensién (p+qg+1) x 1, f;(0] Q) la funcién
de densidad de &(60) evaluada en cero y condicionada a la informacién disponible en ¢ con
&(0)=r —gq,(0]t—1). Adicionalmente, en el Apéndice [E| se encuentran unos estimadores
consistentes de las matrices XT y Dr propuestos por estos autores.

Por otra parte, Koenker y Xiao| [2009] mencionan que la estimacién NLQR de los pardmetros del
modelo GARCH lineal, planteado en y (I6), ignora la condicién global de los coeficientes
asociados a los rezagos de los cuantiles condicionales; tal como se menciond al final de la seccién
Al respecto, estos autores proponen como alternativa un método de estimacién de dos etapas
que incorpora esta condicion.

En la primera etapa se realiza una estimacién de los cuantiles condicionales asociados al modelo
GARCH lineal usando regresion cuantilica, con el fin de obtener un estimador de la serie de la
desviacién estdndar 6;. En la segunda se reemplaza o; por dicho estimador y se estima por NLQR
la representacion CAViaR-SAV del modelo GARCH lineal.

8
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Para estimar los cuantiles condicionales del modelo GARCH lineal usando regresién cuantilica,
inicialmente se representa el modelo descrito en (16) como un ARCH(eo) lineal de la siguiente
forma:

o =ao+ Y ajlu |l (24)
J=1
Reemplazando la ecuacién (I3), u, = 0,&, en la anterior expresion se obtiene:

u =\ ao+ Y ajlu_j| | & (25)
j=1

y por lo tanto, el cuantil condicionado de u, estd dado por el siguiente modelo QAR(e0):
G (0 [1—1) = 8(0) + ) 8;(6)[us—j] (26)
j=1

donde 6;(0) =ajge (0), j=0,1,2,... Adicionalmente, bajo las condiciones usuales de especifi-
cacion, este proceso es estacionario y por ende, los coeficientes §; decrecen geométricamente. Por
consiguiente, el modelo (26) puede aproximarse a un QAR(m):

Gu, (0|t —1) = 8(0)+81(0)|ur—1]|+ -+ Om(O)|ttr—m| 27)

Tomando en cuenta el anterior resultado, en el cual se aproxima un cuantil condicionado del pro-
ceso GARCH lineal mediante un modelo QAR(m), la primera etapa de la metodologia de Koenker
y Xiao|consiste en estimar los pardmetros 8 = (80(0),8,(0),...,8,(0)) de la ecuacién me-
diante regresion cuantilica, con el fin de estimar o;. Sin embargo, el vector de pardmetros 8¢ no
determina directamente a o;.

Los estimadores de los pardmetros necesarios para generar oy, do,dj, - . . ,an, y adicionalmente gg,,
se pueden obtener a través de la solucidn del siguiente problema de distancia minima:

~ ! ~
a—argmin (89— 9(a)) A1 (80— 0(a)). (28)
a
donde a = (al,...,am,qet)/, ¢(a) =qg (1,ay,... ,am) Y Apy1 es una matriz definida positiva de
dimension (m+1) x (m+ l)Como supuesto de identificacidn, en esta estimacién se asume que

dp=1.

4Tfpicamente, se asume que A4 es la matriz identidad.
3 Es importante notar que es recomendable implementar la primera etapa de la metodologia para varios cuantiles,

R ~/ ~/ /
6,k =1,...,K, de forma que se obtenga una solucién global. En este caso, T = (591 Yo ,89K ) corresponde a las
estimaciones de los pardmetros de los modelos QAR descrito en (27) para los K cuantiles, y se pretende estimar el

. ! ~ . ., . .
vector de coeficientes a = (al 02, Amyqe, - g, K) tal que ag = 1, a través de la solucién del siguiente problema
de distancia minima:

a=argmin (7 — ¢(a))'A (T - ¢(a)),
a
conpa)=g ® @, 8= (qe,--- ,qg,_K)/, ® = (1,ay,...,a,) y A es una matriz definida positiva de dimensién K (m +
1) xK(m+1).
9
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Posteriormente, los autores proponen estimar o; a partir del vector (ap,ay, - . .,d,) obtenido en la
optimizacion (28) como sigue:
m
Oy = ap+ Zaj|u,,j| (29)
J=1

Finalmente, en la segunda etapa se estima mediante el método NLQR el vector de pardmetros
Yo = (Bo(6),B1(0),...,B,(0),01(0),...,04(0)), asociado al cuantil condicional descrito en la
ecuacion (I8)); teniendo en cuenta que o; es reemplazado por su estimador obtenido en (29):

T
Yo=argmin T~ 'Y [6—1(u <¥o'%)] [ —7Ve's], (30)
Yo t=1
con? = (1,6,—1,...,0i—p, [us—1|,...,|ur—1])". De este modo, el 6—ésimo cuantil condicional de
u, esta dado por:
G, (0|1 —1) =72 (31)

Las propiedades asintéticas de los estimadores en la primera y segunda etapa se encuentran des-
critas en detalle en [Koenker y Xiaol 2009]

4. EJERCICIO EMPIRICO

El ejercicio empirico consiste en la estimacién del valor en riesgo bajo las metodologias de re-
gresion cuantilica expuestas en la seccidn 3| Para este fin, se estim6 el VaR para un horizonte de
prondstico de un dia y seis niveles de probabilidad (0,005, 0,01, 0,05, 0,95, 0,99 y 0,995ﬂ sobre
los retornos’] de tres series financieras colombianas: El indice de mercado burstil de la bolsa de
valores (COLCAP), la tasa de cambio del peso colombiano con respecto al délar (TRM) y un
indice de precios de titulos de deuda publica (IDXTES)E]EI tamatfio total de la muestra es de 1918
observaciones, entre el periodo 12/Dic/2007 y 20/Nov/2015. Las primeras 1438 observaciones se
usaron para la estimacion inicial del VaR y las restantes para las evaluaciones de su desempeio
(en adelante, Backtesting). Tal como se aprecia en la Figura [T del apéndice [A] estas series cum-
plen con los hechos estilizados de las series financieras, puesto que presentan conglomerados de
volatilidad y sus distribuciones presentan colas pesadas.

En particular, se estimaron 5 modelos utilizando la metodologia de regresién cuantilica. Estos
corresponden a 3 procesos CAViaR (CAViaR-SAV, CAViaR-AS y CAViaR-IG), a la extension
del modelo CAViaR-1G (AR(1)-CAViaR-IG) , y al modelo GARCH lineal con representacion
CAViaR(p,q)-SAV (RQ-GARCH lineal). Con el fin de comparar las anteriores metodologias con
las usadas en el literatura estandar, se estim6 el VaR por medio de tres modelos adicionales:

®Los tres primeros niveles estdn asociados a valores extremos de la serie en la cola izquierda de su distribucion,
mientras que los tres ultimos a la cola derecha.

TLos retornos se calcularon como la primera diferencia del logaritmo natural de la series multiplicado por 100.

8Este indice es propuesto en Reveiz y Ledn| [2008].
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RiskMetrics®, ARMA-GARCH(1,1), y ARMA-apGARCH(1,1) ][

A continuacién se presentan los resultados de las pruebas de Backtesting de los modelos VaR
mencionados anteriormente.

4.1. Backtesting. Con el fin de evaluar el desempeiio del VaR de los modelos considerados, se
implemento la prueba de Backtesting propuesta por [Leccadito et al.| [2014]. El estadistico de esta
prueba se calcula a partir de un conjunto de estimaciones obtenidas de forma recurrente, tal como
se describe a continuacién:

» Inicialmente, se estima el modelo evaluado (por ejemplo, CAViaR-IG) para la muestra
1,...,Tp, y se calcula el VaRte‘til, donde t = Tp + 1. En esta aplicacién, Ty corresponde
a la observacion 1438.

= Posteriormente, se estima el modelo para la muestra ampliada en una observacion, es decir,
1,...,Tp+ 1y se calcula el VaR[@‘[_1 parat =Ty + 2.

= Luego se repite el procedimiento anterior hasta que se alcance el tamaiio total de la mues-
tra, t = T. En el actual ejercicio, T = 1918.

La prueba de Pearson Multinivel de Leccadito et al.[[2014]] evalda la propiedad de cubrimiento
condicional del VaR, para un conjunto de valores de 8 simultdneamente] '| Esta prueba se calcula
sobre la serie de fallas, J;), 1, definida de la siguiente forma:

. 6, 6,
1 siVaR[ , <r <VaR[|"
tlt—1 ! tle—1
Jjo1 = =1 | (32)
0  en cualquier otro caso.

Con0< O < - <O <Oy <1

Los Cuadros (1| y [2| del apéndice [B| contienen los resultados de esta prueba. Estas tablas repor-
tan los valores-p asociados a la prueba de hipdtesis de cubrimiento condicional evaluada hasta
el rezago m = 15 para una muestra de 480 observaciones. Los resultados indican que no existe
evidencia de una mala especificacion de los valores en riego analizados para los modelos de regre-
sién cuantilica. El dnico modelo que rechaza la hipétesis nula al nivel de significancia del 1% es
el RiskMetrics® en ambas colas.

Por otra parte, las Figuras 2] a [9] del Apéndice [C| corresponden a los gréficos de Backtesting de
cada metodologia empleada para las tres series analizadas, y calculados a los seis niveles de pro-
babilidad. La linea continua corresponde a los retornos, la punteada al VaR y los circulos a la serie

Las siglas apGARCH hacen referencia al modelo asymmetric power GARCH.

10E] valor A escogido para el modelo EWMA de RiskMetrics® se fij6 en 0,94. La seleccion de los 6rdenes p y ¢
del modelo ARMA se escogieron a partir del criterio de informacién AIC. Adicionalmente, la funcién de distribucién
de los errores estandarizados corresponde a la distribucion ¢-student.

Uyer [Jiménez y Melo} [2015]] para una descripcién més detallada de esta prueba.
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de excesos de retorno En general, se observa que el valor en riesgo sigue la dindmica de los
retornos en la mayorfa de los modelos y presenta un nimero de excesos aceptable.

Finalmente, en los Cuadros |3| al |5 del apéndice |D| se presentan los valores de las funciones de
pérdida de Lopez y las de Caporin (F;, F> y F3)] ”| Estas funciones permiten clasificar las meto-
dologias segiin su desempefio en términos del tamafio de los excesos, de tal forma que menores
valores implican que se tiene un modelo con mejor comportamiento. Estos resultados indican que
comparados con los modelos tradicionales, en general, los modelos de regresién cuantilica pre-
sentan el mejor desempefio. Es asi como de los 18 casos analizados, para 3 series y 6 niveles de
probabilidad, solo en 4 se obtienen los mejores resultados para las metodologias tradicionales.

5. COMENTARIOS FINALES

Este documento presenta un grupo de metodologias para el calculo del valor en riesgo basadas en
la estimacién por regresién cuantilica y regresién cuantilica no lineal. Estas técnicas tienen cier-
tas ventajas en la modelacién del cuantil condicionado, ya que sus estimadores son robustos ante
valores atipicos y no imponen supuestos distribucionales. Adicionalmente, los modelos expues-
tos incluyen una especificacidon autorregresiva en el proceso generador de los datos con el fin de
capturar uno de los hechos estilizados de las series financieras asociados a los conglomerados de
volatilidad en el tiempo.

Posteriormente, se estima el valor en riesgo para los retornos de tres series financieras colombianas
usando tanto metodologias de regresion cuantilica (RQ) como técnicas tradicionales. Los resulta-
dos de las pruebas de backtesting del VaR muestran que los modelos RQ no presentan evidencia
de una mala especificacién, mientras que algunas metodologias tradicionales presentan este tipo
de problemas.

Es importante sefialar que comparando con las técnicas tradicionales; los mejores resultados, en
términos de funciones de pérdida, se obtienen para las metodologias de regresién cuantilica en la
mayoria de ejercicios realizados. Este resultado es de especial utilidad, puesto que permite obtener
una medida del riesgo con mejor desempefio, que tiene el potencial de modelar directamente el
cuantil sin necesidad de realizar ciertos supuestos.
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APENDICE A. GRAFICOS DE LAS SERIES DE RETORNOS Y GRAFICOS QQ

Serie COLCAP
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FIGURA 1. Retornos y gréficos QQ para las series TRM, COLCAP e IDXTES

entre el 01-Abr-2008 y el 20-Nov-2015.
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APENDICE B. PRUEBAS DE LECADDITO PARA LA EVALUACION DEL DESEMPENO DEL VAR

COLCAP TRM IDXTES

Modelos

LRCond LRCond LRCond
CAViaR - SAV 0.7145 0.8392 0.1642
CAViaR - AS 0.8463  0.8392 0.9674
CAViaR - IG 0.6340 0.8919 0.5978

AR(1)-CAViaR-1G 0.4440 0.4935 0.6001
RQ-GARCH Lineal 0.4216 0.1050 0.2367

RQ ARCH 0.3162  0.0773  0.2846
RiskMetrics® 0.0003  0.0469 0.0017
ARMA GARCH 0.5321  0.6074  0.2926

ARMA-apGARCH  0.5851 0.4016 0.5880

CUADRO 1. Resultados de las pruebas de Pearson-Multinivel para la serie de
retornos del COLCAP, TRM e IDXTES. para 8 = 0,005, 0,01 y 0,05 (cola iz-
quierda). Los valores reportados corresponden a los valores-p de las pruebas de
hipétesis de cubrimiento condicional.

COLCAP TRM IDXTES

Modelos

LRcona LRcona LRcona
CAViaR - SAV 0.4221  0.1610 0.5958
CAViaR - AS 0.5598  0.6993 0.4823
CAViaR - IG 0.2784  0.3240 0.8466

AR(1)-CAViaR-1G 0.3257  0.2264 0.3090
RQ-GARCH Lineal  0.5448  0.0108  0.3321

RQ ARCH 04314 0.1280 0.6609
RiskMetrics® 0.1825 0.0012 0.7687
ARMA GARCH 0.7209  0.2265 0.3594

ARMA-apGARCH  0.4427 0.6249 0.3182

CUADRO 2. Resultados de las pruebas de Pearson-Multinivel para la serie de re-
tornos del COLCAP, TRM e IDXTES para 6 = 0,95, 0,99 y 0,995 (cola derecha).
Los valores reportados corresponden a los valores-p de las pruebas de hipdtesis
de cubrimiento condicional.
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APENDICE C. GRAFICOS DE BACKTESTING
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FIGURA 9. VaR - Modelo ARMA-apGARCH
APENDICE D. FUNCIONES DE PERDIDA.
Modelos 6 =0,05 6 =0,01 6 = 0,005
Lépez Iﬁ Iﬁ l% Lépez f] Fﬁ Pé Lépez f] Fé Fé

CAViaR - SAV 4523 10.80 10.85 17.11 | 5.07 077 059 1.53| 242 047 023 0.87
CAViaR - AS 3395 633 502 1057 | 337 035 0.16 087 | 1.02 006 0.01 0.14
CAViaR - IG 4425 1074 10.65 17.22 | 3.66 0.54 027 137 | 203 0.11 0.02 020
AR(1)-CAViaR-IG | 21.50 330 272 7.6 | 513 032 005 076 | 2.06 0.15 0.03 032
RQ-GARCH Lineal | 4620 11.07 1252 17.66 | 10.19 131 112 346 | 597 068 0.63 2.04
RiskMetrics® 58.62 1549 16.87 21.72 | 21.03 448 371 850 | 1496 279 200 5.62
ARMA-GARCH 4851 12.16 1152 1838 | 5.80 0.86 037 191 | 2.04 0.09 0.02 021
ARMA-apGARCH | 4336 993 848 1586 | 442 047 019 1.11| 1.02 006 0.01 0.14

CUADRO 3. Funciones de pérdida del VaR de la serie COLCAP entre diciembre
de 2011 y noviembre de 2015 con horizonte de prondstico de un dia para la cola

izquierda.
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6 =0,05 6 =0,01 6 = 0,005
Modelos
Lopez  Fy ') 2 Lopez F ) F3 | Lopez Fy 23 F
CAViaR - SAV 3054 693 371 838 | 327 052 0.16 075 2.12 027 0.06 042
CAViaR - AS 3049 7.05 371 841 | 334 057 020 085 2.19 048 0.13 0.58
CAViaR - IG 29.85 726 398 8.64 | 6.68 075 033 140 | 3.14 025 0.07 046

AR(1)-CAViaR-IG | 1578 138 039 240 | 6.74 0.75 034 150 | 280 053 034 1.24
RQ-GARCH Lineal | 37.70 12.27 10.23 12.06 | 843 222 1.62 3.14| 619 1.02 0.69 1.81
RiskMetrics® 3093 6.74 383 813 | 876 064 031 138 | 1.31 021 0.11 0.56
ARMA-GARCH 28.03 639 352 790 1.03  0.09 0.02 0.18 - - - -
ARMA-apGARCH | 2842 598 3.00 7.39 - - - - - - - -

CUADRO 4. Funciones de pérdida del VaR de la serie TRM entre diciembre de
2011 y noviembre de 2015 con horizonte de prondstico de un dia para la cola
izquierda. Los valores reportados con (—) indican que para este nivel de probabi-
lidad Ia serie no excede en valor absoluto al VaR estimado en ningtin periodo.

0 =0,05 6 =0,01 6 = 0,005
Modelos ’
Lépez F 2 F3 | Lopez F P Fs | Lopez Fy 23 F
CAViaR - SAV 31.13 1489 633 508 | 564 230 1.18 136 | 241 121 0.67 0.76
CAViaR - AS 2770 1255 458 434 | 536 145 055 090 | 224 0.68 033 0.51
CAViaR - IG 30.02 13.80 5.72 492 | 661 227 1.13 129 | 444 131 074 0.81

AR(1)-CAViaR-IG | 2235 397 058 211 | 566 242 125 138 | 343 131 0.73 0.81
RQ-GARCH Lineal | 28.19 13.25 546 5.17 | 623 139 034 099 | 202 0.19 0.03 0.16
RiskMetrics® 3629 1682 7.02 5.64 | 12.18 559 274 253 | 1095 4.04 2.04 1.99
ARMA-GARCH 2794 1228 533 4.64 | 467 241 1.17 144 | 439 135 058 094
ARMA-apGARCH | 25.77 1094 4.65 426 | 555 206 092 128 | 331 101 044 0.72

CUADRO 5. Funciones de pérdida del VaR de la serie IDXTES entre diciembre
de 2011 y noviembre de 2015 con horizonte de prondstico de un dia para la cola
izquierda.
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6=0,95 0 =0,99 6 = 0,995
Modelos -
Lopez F 1) F3 | Lépez Fy ) I3 | Lépez Fy ) F
CAViaR - SAV 20.18 4.46 384 753 | 476 045 026 1.16| 122 0.14 006 047
CAViaR - AS 2256 441 379 17773 | 453 036 0.17 1.01| 122 0.14 007 047
CAViaR - IG 22.63 459 386 8.05| 422 025 007 073 ] 1.11 0.09 0.03 0.33

AR(1)-CAViaR-IG | 2427 521 439 866 | 424 023 0.08 0.67 | 1.10 0.09 0.03 0.31
RQ-GARCH Lineal | 19.80 4.15 2.81 7.28 | 2.01 0.05 - 0.11 | 1.00 0.02 0.01 0.06
RiskMetrics® 27.87 6.60 596 993 | 785 129 075 295| 463 0.64 025 152
ARMA-GARCH 2381 445 352 7.66 | 1.02 006 001 0.13 - - - -
ARMA-apGARCH | 20.12 4.00 3.14 6.98 - - - - - - - -

CUADRO 6. Funciones de pérdida del VaR de la serie COLCAP entre diciembre
de 2011 y noviembre de 2015 con horizonte de prondstico de un dia para la cola
derecha. Los valores reportados con (—) indican que para este nivel de probabili-
dad la serie no excede en valor absoluto al VaR estimado en ningin periodo.

6 =0,95 0 =0,99 6 =0,995
Modelos
Lépez F] F2 F3 Lépez Fl F2 F3 Lépez F] F2 F3
CAViaR - SAV 3785 930 620 1094 | 894 127 0.61 2.05| 452 0.67 032 1.17
CAViaR - AS 3176 9.65 592 10.18 | 7.56 090 0.37 146 | 433 052 023 0.78
CAViaR - IG 36.81 925 6.16 1076 | 9.19 133 0.67 224 | 582 090 043 1.72

AR(1)-CAViaR-IG | 32.84 1021 7.03 10.68 | 1024 196 0.75 298 | 640 093 0.28 1.20
RQ-GARCH Lineal | 52.54 17.50 16.50 16.31 | 11.16 2.83 224 402 | 6.06 0.89 050 1.77
RiskMetrics® 4690 1343 9.07 1298 | 1294 3.14 193 409 | 881 198 1.07 2.88
ARMA-GARCH 4455 1299 857 1319 | 688 133 052 198 | 3.12 029 0.07 0.52
ARMA-apGARCH | 3594 1125 694 1154 | 634 089 024 124 | 203 0.11 0.02 0.19

CUADRO 7. Funciones de pérdida del VaR de la serie TRM entre diciembre de
2011 y noviembre de 2015 con horizonte de prondstico de un dia para la cola
derecha.
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6 =095 6 =0,99 6 =0,995
Modelos
Lopez F P F Lopez F P F Lopez Fj P F
CAViaR - SAV 19.16 935 354 324 | 529 172 057 087 | 212 090 021 048
CAViaR - AS 1920 984 370 336 | 526 153 046 088 | 208 040 0.11 0.30
CAViaR - 1G 19.17 937 374 3.12| 329 1.60 059 076 | 2.15 082 024 049

AR(1)-CAViaR-IG | 1822 9.75 3.76 330 | 536 256 079 1.12| 2.09 054 0.13 0.37
RQ-GARCH Lineal | 21.46 1251 5.07 3.83 | 523 1.10 040 0.65| 2.14 058 021 0.39
RiskMetrics® 1995 849 325 268 | 548 3.00 132 1.06| 340 239 1.01 0.90
ARMA-GARCH 1395 6.87 287 242 | 429 152 057 077 | 217 079 027 048
ARMA-apGARCH | 1397 726 278 2.63| 425 140 046 0.75| 2.13 0.67 0.20 043

CUADRO 8. Funciones de pérdida del VaR de la serie IDXTES entre diciembre
de 2011 y noviembre de 2015 con horizonte de prondstico de un dia para la cola
derecha.

APENDICE E. PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS ESTIMADORES DEL PROCESO CAVIAR.

En los Apéndices A y B del documento de Engle y Manganelli|[2004] se encuentran los supuestos
requeridos y las demostraciones de consistencia y convergencia de los estimadores ¥, obtenidos
en la solucion del problema (22). Bajo dichas condiciones, se tiene el siguiente resultado de con-
vergencia:

=) y
R
I s
o >
NN

Donde:

Ar=T"'0(1-0)V'q(¥,) Va (¥s)

T
Dr = (ZTéT)_l Zl(b’t —q (/');9) | < éT) V/Qt (/'}79) Vg, (/'};9)

t=1
Con Vg (-) una matriz de dimensién T X (p+ g+ 1) cuya t-€sima fila es Vg, (-). El término ér
corresponde al ancho de banda utilizado para evaluar la precisién de los cuantiles condicionales
[Koenker, [2005, pp.77-78].
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